1. OPAKOVANI{, ZNACEN{ - FILTRACE

Bud (,.A) meéritelny prostor. Oznacme L(A) = {X : (2,4) — (R,B)} mnozinu vsech redlnych
A-métitelnych ndhodnych veli¢in, kde B = B(R) znaci borelovskou o-algebru na redlné piimce R. Je-li
X : (A — (E,E), pak symbolem

o(X) = oe(X) = {[X € Bl: B € £}

oznacujeme o -algebru generovanou ndhodnou veli¢inou X. Déle zkracené piseme L(o(X)) = L(X).
Je-li Y € L(X), pak existuje h € L(E) takovd, ze Y = h(X) a zépis Y € L(X) pak ¢teme: redlna ndhodna
velicina Y je méritelnou funkci ndhodné veliciny X . Je-li A o-algebra, pak je generovana kanonickou
ndhodnou veli¢inou o-algebry A ve tvaru

La= (14, A€ A): (A — (R,BA!

ktera je realnym ndhodnym procesem indexovanym mnozinou A iikajici, ktery z jevi A € A nastal a
ktery ne. Specidlng, je-li Y € L(A) = L(14, A € A), pak existuje h € L(B4) takovd, ze Y = h(14, A € A).
Je-li (Q, A) méfitelny prostor a X (w) = w,w € Q, pak X : (2, 4) — (2, .A) je méfitelna ndhodna veli¢ina,
které ifkdme kanonické ndhodnd veli¢ina na méfitelném prostoru (€, A). Je-li navic, Q@ C RT, kde
) # T C R, pak X nazveme také kanonickym ndhodnym procesem. Proces X = (X;,t € T) je pak
sestaven z projekel Xy(w) = wy, t € T. Je-liw € RT | pak w|; = (ws, s € Ty) znadcl ziZent funcke w: T — R
na indexovou mnozinu Ty = {s € T’; s < t} vSech (Casovych) indexu do ¢asu ¢. Funci w|; budeme také iikat
funkce w useknutd v caset € T.

Bud (9, A) méfitelny prostor, neklesajici systém (F;,t € T') pod o-algeber A nazveme filtraci index-
ovanou indexovou mnozinou () # T C R, formélné:
e s<t steT = F,CF CA

Prirozenou (kanonickou) filtraci ndhodného procesu X = (X;,t € T) s indexovou mnozinou () #
T C R a stavovym prostorem (E, &) rozumime filtraci

Ff¥=0(Xs,s €Ty) = 0(X|y) = ogn (X|:) = {[X]: € B], B € £"}.
Je-li X; € L(F),t € T, pak fikdme, ze proces X, je Fi-adaptovany a piseme zkracené X; € A(F).
Ztejmé pro redlny proces X plati: X; € A(F,) = FXC F,teT.
Pokud Y; € A(F;), pak pro kazdé t € T plati V; € L(F*) = L(X|;), existuje tedy h; € L(E™") takova, ze
Y;g — ht (X|t>
Poznamka: Je-li (F;,t € T) systém o-algeber, pak F = NierF; je opét o-algebra nejvétsi takova, ze

F C F,t € T, formalne F = inf{F;;t € T} vzhledem ke svazovému usporadani C o-algeber. Naopak
A = User F; je algebra, ale ne obecné o-algebra. Symbolem

F=\/Fe=0olJFR) =0(A)
teT teT

oznac¢ime nejmensi o-algebru obsahujici F;,t € T jako podmnoziny. Z hlediska svazového usporadéani
muzeme psat F = VierFy = sup{F;;t € T'}, tedy je to nejmensi horni mez.
(1) Je-li C 1L F,t € T, pak ziejmé také C 1L A a protoze A je algebra (a tedy uzaviend na konecné
pruniky), plati C 1L o(A) = F.
(2) Podobné: jsou-li P,@Q dvé pravdépodobnosti rovnajici se na F;,t € T, pak P = @ na A, a opét
protoze A je algebra (uzaviend na konecné pruniky), plati P = @ na o(A) = F.

Bud (F;,t € T) filtrace na (9, .A), oznacime
Foo={(1F Fo=0olJF)=V7x

seT seT seT

17de a déle vypoustime symbol ®, ktery pouziviame pro soucin c-algeber, mér a méfitelnych a pravdépodobnostnich
prostoru bézné také pouzivany pii oznaceni piislusnych mocninnych o-algeber a méfitelnych prostoru. Zkracené tedy budeme
déle napt. psat

(2 A,P)% = (0, A P)®* = (2 AP) @ (2, A P) = (22,42, P?) = (0%, A2 P?%) = (A x Q, A® A, P& P).



Dale

(1) Fer= () F vpokud t=infT,, Foy=7F jinak kde T, ={se€T:s>t}
se€Ty+

(2) Fi_ = \/ Fs pokud t=supT,., F_=F jinak,kde T,  ={seT:s<t}.
SETt,

Pak F_ o, C F- C F, C Fp C F plati pro kazdé t € T. Druhy piipad v (1) nastava, pokud ¢ je izolovany
se shora v T a druy piipad v (2), pokud ¢ je izolovany v T ze zdola. Rekneme, ze filtrace (Fi,t € T)
je zleva spojita, pokud F,_ = F; plati pro kazdé t € T, zprava spojitd, pokud F;. = F; plati pro
kazdé t € T. Filtrace je spojitd, je-li spojitd zleva i zprava. Rekneme, ze (redlny) stochasticky proces
X = (X;,t €T) je (zleva, zprava) spojity, pokud jeho trajektorie X (w) :t € T — X;(w) je (zleva,
zprava) spojité funkce.

Poznamka: Je-li T lokalné konecnd mnozina?, pak kazdé ¢t € T je izolovanym bodem T, a tedy filtrace
(Fi,t € T) je spojité. Je-li redlny proces X = (X;,t > 0) zleva spojity, pak F;* je zleva spojita filtrace, neb

FX=Ffvo(X), a X, = tht X, eL(FY) pro t>0.
Ss—t—

Bud X kanonicky proces na Q = C(R") = {f : R — R spojitd }. Pak jeho kanonick4 filtrace F;¥ zprava
spojita neni, prestoze proces X zprava spojity je. Pro t > 0 ukazeme, ze plati
H = [limsup £=X] A1 € L(FE)\L(FY).
Qos—t+
Ziejmé H € L(F;}). Pokud by H € L(F;*), pak by existovala méritelnd funkce h takovd, ze H = h(X]|;),
ale my polozime w'(s) = (s — )7,w? = 0. Pak w!',w? € Q, ale X(s,w') = 0 = X (s,w?) plat{ pro kazdé
s € [0,t], coz ndm dava spor

1=H(w') = hX[|(w")) = h(X];(w?)) = Hw?) = 0.
Filtrace F;* tedy nenf zprava spojitd, piestoze proces X ano.

Cviceni Bud'te Xy, k € N nezdvislé kladné veliciny s hustotou fy(z) = Ae 7 - 1(,~¢]. Polozme

(3) Sp=)Y Xg, and N, =) lig<.
k=1 k=1

Ukazte, ze N = (N;,t > 0) je zprava spojity proces startujici z Ny = 0 s neklesajicimi trajektoriemi
nabyvajici hodnot z Ny s nezdvislymi pifrustky N; — N, ~ Po(\|t — s|). Ukazte, ze F¥ neni zleva spojita
filtrace a ze F}¥ je zprava spojitd. Oznacme N = {A € FY : P(A) = 0}. Ukaite, Ze filtrace F¥ V o(N) je
spojita. Proces N = (N, t > 0) nazveme Poissonovym processem s intenzitou A > 0.

2. DEFINICE - MARTINGALY [(SPRAVDELIVE) OCENUJici, oHODNOCUJICI PROCES |

Bud (F;,t € T) filtrace na pravdépodobnostnim prostoru (£2, A, P). Rekneme, 7e integrovatelny proces
X € A(F) je Fe-martingal, pokud X, = E[X;|F,], Fi-submartingal, pokud X, 2 E[X,|F,] a F-
supermatingal, pokud X, ¥ F[X;|F,] - kdykoli s < ¢ pro s,t € T.

Interpretace Pro F,-martingal a s < t z T pozadujeme X, = E[X,|F,], coz interpretujeme tak, Ze
X, je (spravedlivym) vérnym F-odhadem veli¢iny X;. Hodnota procesu X, tak poskytuje stochasticky
vyvazeny JFs-méritelny odhad budoucich hodnot procesu X. Proces X; jako F;-martingal se pak pouziva
k modelovani (spravedlivého) vérného ocenéni (ohodnoceni) ocekdvanych finaénich toku. Tato interpretace
plné podpovida pifpadu, kdy existuje velicina X, € L(Fs) takova, ze X; 2 E[Xo|F],t € T. V této
souvislosti je také uzite¢na predstava procesu X jako (vérné, nestranné) stiilejiciho procesu a veli¢iny X,
jako odpovidajiciho cile. Obecné si lze martingal predstvovat jako stochasticky vyvazeny hledajici proces.
Ve vyse uvedeném piipadé pak lze tici, ze cil X, € L(F) je nalezen. Pokud takova veli¢ina neexistuje,
pak 1ze opét interpretovat martingal jako hledajici proces, pricemz odpovidajici cil neexistuje. To souvisi
s explozivnim charakterem martingalu v takovém ptipadé vychazejici z postupného rozcileni, ze to, co
hledd neexistuje. Nésledkem takového rozcileni martingalu muze byt to, ze v limité (po explozi) ztrati
svou uroven B X, = FX,, kterou si ze své podstaty v koneénych deterministickych ¢asech zachovava.

Po Fi-submartingalu pro s < t z T pozadujeme X, 2 E[X;|F,], coz znamen4, ze velicina X je dolnim Fy-
métitelnym odhadem budoucich hodnot procesu X;. Bereme-li proces X jako odhad budoucich hodnot, pak

2Ty. (a,b) N T je koneénd mnozina pro kazdé a < b.
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tento proces budouci hodnoty (sub=pod) podhodnocuje (podceriuje) popt. podstieluje. Opét jako specialni
piipad muzeme uvazovat situaci, kdy existuje velicina X, € L(F,) takovd, ze X; 2 E[X|F],t € T.
V takovém pripadé proces X; svuj cil opét zasdhne. V tomto pfipadé si muzeme predstavovat, ze je to
proces, ktery svuj cil nadhani spise zespoda a ocekava, ze jej nalezne spise nahore. V pripadé, ze uvedena
cilova veli¢ina neexistuje, interpretujeme to tak, ze cil, ktery proces hledal, neexistuje, coz se opét muze
projevit poklesem trovné procesu X;,t € T po explozi (v nekonecnu), ptestoze je jeho troven EX;, t € T
neklesa.

Analogicky po Fi-supermartingalu pro s < t z T pozadujeme X, ¥ E[X,|F,], coz znamend, Ze veli¢ina
X, je hornim F-méfitelnym odhadem budoucich hodnot procesu X;. Bereme-li opét proces X jako odhad
budoucich hodnot, pak tento proces budouci hodnoty naopak (super=nad) nadhodnocuje (precenuje)
popt. prestieluje. Zde ponechvam ctenari k analogickému doplnéni piipady, kdy existuje cil, ktery proces
z principu prestieluje a kdy hledany cil neexistuje, a proto proces po explozi svou nerostouci uroven muze
EX,,t € T povznést. Za poznamku uz jen stoji poznamenat, ze slovo ,,super” zde neznamena: ze proces
nejspise pujde nahoru, ale naopak. Super zde znamend (bezmezny) optimismus, ktery je budoucim vyvojem
krocen, coz se projevuje v mozném poklesu jeho drovné. Naopak submartingal jako podhodnocujici proces
se vymezuje opatrnosti proti padu a tim ziskava potencial k rustu, coz se projevuje v jeho neklesajici
urovni. O martingalu pak lze Fici, Ze je to proces, ktery kraci (zlatym) stredem

Lemma 1 Necht § # T C R je lokalné koneénd mnozina a X; € A(F;) je integrovatelny proces
indexovany T. Pak X; je Fi-martingal (super/sub) praveé tehdy, kdyz
(4) VsiteT s<t (s,t)NT=0 = X,ZE[XJ|F] (2, 2).
Pokud (s,t) NT = (), ifkdme, ze body s,t € T jsou sousedé.
Dukaz: Je-li proces X; Fi-martingal (super/sub), pak (4) plati z definice (2, 2). Plati-li naopak (4),
pak plati V(0), kde
V(n): Vs,teT s<t card(s,t))NT=n = X, E[XJ|F] (%, 9).

)
Necht nyni n € N. Indukei ukdzeme, ze plati V(n) za prepodkladu, ze plati V (k) pro k& < n. Necht
card(s,t) NT = n € N. Existuje tedy r € (s,t) N T, pak ny = card(s,r) NT < n a ny = card(r,t) NT < n.
Z indukéniho predpokladu platnosti V(ny), V(ng) pak dostavame (ne)rovnost

Q.E.D.

Poznamka: Martingal mé konstantni stredni hodnotu, submartingal neklesajici a supermartingal neros-
touci.

Lemma 2 Necht X; je Fi-super/sub-martingal. Je-li £X; konstantni, pak X; je F;-martingal.

Diikaz: Pro submartingal. Budte s,t € T as <t,pak Y = E[X{|F,] - X, 20a EFY = EX;,— EX, = 0.
Pak nutnée Y = 0, tj. X, = E[X|F].
Q.E.D.

Lemma 3 Necht proces X = (X;,t € T') je Fy-martingal (super, sub). Je-li filtrace (G;,t € T) seviend
mezi FX C G, C F;, pak proces X je také Gi-martingal (super, sub).

Diukaz: 7 piedpokladi plyne, ze X; € Li(FX) C L,(G;),t € T. Jinak budte s,t € T takové, 7e s < t.
Pak protoze G, C F, a X, € L1(Gs), plati

E[X/|G] £ EIBE(X\|F,)|G) £ E[X,|G] < X, (2, 2).
Q.E.D.
Rekneme, Ze proces X = (X;,t € T) je martingal (supermartingal, submartingal), je-li F;X-

martingal (super/sub). Ekvivalentné je proces martingal (super/sub), je-li vzhledem k néjaké filtraci,
pricemz vzdy lze uvazovat kanonickou.

Priklady: (1) Necht X, jsou nezavislé stejné rozdélené integrovatelné veliciny, pak odpovidajici ndhodnd
prochézka S, = 3,_, X}, je martingal prave tehdy, kdyz EX; = 0.



(2) Bud S, = S,, — ES,, = S,, — nEX centrovana ndhodna prochézka s krokem X,, =S, — S,,_; € Lo.
Pak proces V,, = S2 — ES? = S? — nvar(X)) je FX-martingal, kde FX = F¥ = F5 = FX D FV.
(3) Proces &, = exp{asS,, — fn} je martingal prave tehdy, kdyz FE, = 1,n € N.

(1*) Bud N; Poissontv proces s intenzitou A > 0. Pak proces M; = Ny — EN; = N; — At je martingal.
(2%) Proces V; = M? — EM}? = M, — At je FN-martingal, kde F¥ = FM D> FV?
(3%) & = exp{aN; — [t} je martingal prave tehdy, kdyz EE, = 1,t > 0.

Proces W = (W;,t > 0) se nazyva Wienertv, pokud
(a) Wy = 0 a jeho trajektorie W(w) = (Wi(w),t > 0) jsou spojité
(b) W[y L Wy — Wy~ N(0,t —s) pro 0 < s <t.
Ekvivalentné je proces W Wieneruv, pokud spliuje (a) a pokud (b’) je centrovany Gausovsky proces
s autokovarianci cov(W,, W) = s At pro s,t > 0.
(1) Wieneruv proces W, je martingal.
(2) Vi = W2 — ¢ je F}V-martingal.
(3)) & = exp{AW; — £ X%t} je martingal.
V bodech (3),(3%),(3’) lze také uvazovat a, 3, A € C komplexni.

Priklad Necht Y € L;(Q, A, P) a (F,t € T) je filtrace na (Q,.A). Pak proces Y; = E[Y|F],t € T je
Fi-martingal a dle nasledujiciho lemmatu je tento proces stejnomérné integrovatelny. Pozdéji uvidime, ze
presné takto vypadd kazdy stejnomérné integrovatelny martingal.

Lemma 4 Necht Y € L,(Q, A, P), pak systém veli¢in
(ETY = E[Y|F]; F C A o-algebra)
je stejnomérné integrovatelny.
Dikaz: Oznacme pro integrovatelnou velicinu X € LL; jeji zbytek po integraci
Ii(X) = E[|X]- Lixj>y] = 0 pro k — o0
a piipomeiime, Ze proces X = (X, t € T) € LT je stejnomérné integrovatelny pravée tehdy, kdyz

sup I(Xy) — 0, k — oo.
teT

Déle poznamenejme, ze pro dominanci veli¢in | X;| 2 X, plati I,(X;) < I (X3), k € N. Z dusledku Jensen-
ovy nerovnosti |[E7Y| 2 EZ|Y| pro podminénou stiedn{ hodnotu pak tedy dostdvame nerovnost

L(E7Y) < I(BTY]) = BIET|Y |- 1aym)) = BlY ] 1aym),
kde mnozina Ay (F) = [E|Y| > k] ma pravdépodobnost
PIAF)] < } EE7|Y| = LBV,
Celkem tak dostdvdme nerovnost

L(E7Y) <sup{E[[Y[14]; P(A) < { E[Y[} =0, k— o0

1
k

stejnomérné vzhledem k F C A. Q.E.D.

Dausledek: Je-li Y € Li(Q, A, P) a (F,,t € T) filtrace na (€2, .4), pak
Y, = BIY|F], teT

je stegnomérné integrovatelny F,-martingal.

Tvrzeni 1 Necht (F;,t € T) a (G, t € T') jsou nezavislé filtrace, tj. Foo a Go jsou nezdvislé o-algebry.
Je-li X; Fi-martingal (super/sub), pak je také F; V Gi-martingal (super/sub).

37de plati FM = ]—'f!M| - fth =7V,
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Diikaz: Bud'te (s,t) € T® F € F,,G € G,. Pak z nezdvislosti G € G, 1L Foo D o(lp, B[X;|F], X;)
dostaneme, ze?

Jrne EIXi|F]dP = E[lg - 1pE[Xy| F]] ) Jp E[X|F]dP = P(G) [, X;dP
= P(G) - E[X;1p] = E[lg - Xilp] = [prg Xe dP.
Oveérili jsme tedy stabilitu
(5) Ju XedP = [ E[Xi|F]dP

pro mnoziny H € H = {FNG : F € F,,G € G} 2 Q tvorici systém uzavieny na konecné pruniky.
Protoze mnozina vsech H € Fy V G, vyhovujici (5) tvoii Dynkinuv systém, plati rovnost (5) pro kazdé
H € o(H) = F, V Gs. Protoze E[X;|Fs| € Li(F,) C L(F, Vv Gy), plati

E[X|F,] £ E[X\|F, VG < X,.
Q.E.D.

Tvrzeni 2 Necht X,,t € T je F,-martingal nabyvajicich skoro jisté hodnot v mnoziné D C R. Je-li
g : D — R konvexni funkce takovd, ze g(X;) € L, tj. je-li g(X;) integrovatelny proces, pak g(X;) je
Fi-submartingal.

Diikaz: Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro podminénou stfedni hodnotu dostaneme, ze
Elg(X)|F] 29(E[X|F) £ g(X,), (s,t) €T,
Q.E.D.

Poznamka: Jensenova nerovnost pro podminénou sttedni hodnotu plati pro konvexni funkci na konvexni
podmnoziné v R¥. Staéf uvazovat podminénou stiedni hodnotu jako stfedni hodnotu viiéi podminénému
rozdéleni na R¥, které vzdy exisuje, nebot R* je separabilni metricky prostor.

Tvrzeni 3 Necht X;,t € T je F;-submartingal s hodnotami skoro jisté v konvexni mnoziné D C R a
g : D — R neklesajici konvexni. Je-li proces g(X;) integrovatelny, pak je to F;-submartingal.

Dikaz: Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro podminénou stiedni hodnotu dostaneme, ze
Elg(X,)|F] 29(E[X|F)) 29(X), (s,t) € T®
Q.E.D.

40d nyn{ budeme pouzivat néasledujici znaceni T%*) = {t € T*;t; < --- < t;} pro mnozinu viech rostoucich posloupnosti
délky k € N nabyvajicich hodnot v mnozine T. Pro snadnéjsi pfieti tohoto znaceni zde uvedeme i odpovidajici odivodnéni.
Symbolem A8 = {f : B — A} v teorii mnozin oznacujeme mnozinu viech zobrazeni z B do A. Vyhodou tohoto znaceni je
umoziéni formalniho pifpstupu k vypoctu jejf kardinality |AZ| = | A|lP!. Déle pfipomenenme, ze v teorii mnozin definujeme

= 0 = {} coz je prototyp O-prvkové mnoziny (a také jedind takovd mnozina), ddle 1 = {0} = {0} = {{}}, coz je
prototyp 1-prvkové mnoziny a nakonec 2 = {0,1} = {0, {0}} = {{},{{}}} jako prototyp dvouprvkové mnoziny. Pak tedy
A% = A1} je mnozina viech zobrazeni z dvouprvkové mnoziny 2 = {0,1} do A a tuto mnozinu ztotoziujeme s kartézskym
sou¢inem A x A = A? = {(a,b); A,b € A}, coz vnimadme jako mnozinu viech uspoiddanych dvojic (a,b) = {a,{a,b}}
mnoziny A. Podobné AF ztotoziiujeme s k-nasobnym kartézskym soucinem A x ... x A, pro k € N. Déle pfipomeneme, 7Ze
mnozinou vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny A znacime (,?) Pomoci kombinaci lze ovérit, ze pocet prvkua odpovida
¢isté formalnimi zapisu

(1= ().

Podobné jako kombinace muzeme modelovat pomoci k-prvkovych podmnozin, muzeme variace mnoziny A modelovat po-
moci prostych posloupnosti. Symbolem Al = {f € AP : f je prostd } pak definujeme mnozinu véech prostych zobrazeni
z mnoziny B do mnoziny A. Je-li |[B| = k € N, pak |[AB| = |A|IPI kde vyuzivame oznaceni z[¥l pro k-tou (sestupnou)

faktoridlni mocninu
k—1

zlF = H(x_j):x-(m—1)~...-($—k+l).
j=0
Zajimame-li se o usporadané prosté posloupnosti ve smyslu rostouci ¢i klesajici, pak se nabizi nabizené znaceni

AP = {f: B — A; f rostouci },
které ma zejména tu vyhodu, Ze pocet prvku opét muzeme spocist ¢isté formalné
k) ( AV — (lAly _ A
[A® = 1(D)1= (%) = 5

kdy se mnozina A jakoby vyhoupne do z&vorek () nad ¢islo k.



3. KOMPENZATORY
Bud (F;,t € T) filtrace. Oznacme

Fo =F=F o, pokud ¢t = min T
Fir = \/ Fs=0(Fs;seT,), pokudt>infT.
SETt7

Pak (Fi,t € T) je filtrace a my ji budeme fikat prediktabiln filtrace k filtraci F; (¢i prediktabilni filtrace
filtrace F;). Proces H; € A(Fy) adaptovany na prediktabilni filtraci budeme nazyvat Fi-predikovatelny
(prediktabiln{) proces.’

Priklady: a) T = Ny, pak Fo; = Fy a pro n € N plati F,,; = F,,_1. Proces H je pak F,-predikovatelny
praveé tehdy, kdyz je predvidatelny o krok dopredu, tj. Hy € L(Fy), H, € L(F,-1),n € N.

Predikabilni proces si muzeme predstavit jako proces, kterym modelujeme nasi investi¢ni strategii. Po-
moci adaptovanych procesu které nemusi byt predikovatelné naopak modelujeme vnéjsi vlivy, které nas
bezprostiedné ovliviiuji. Bud F,, € L(F,) cena futures kontraktu v ¢ase n € Ny, tj. proces F,, € A(F,) je
Fn-pozorovatelny a H, € L(F,_1) pro n € N bude predstavovat mnozstvi uzavienych futures kontraktu
pro ¢asovy interval (n — 1,n). Na tomto intervalu se cena futures zméni o hodnotu AF,, = F,, — F,,_; a
my si pak na svij ucet muzeme pripsat hodnotu

Hn(Fn_anl) = Hn AFna

coz se da interpretovat tak, ze jsme na hru o vyplaté AF,, = F,, — F,,_1 sadilli sazku o velikosti H,,, kterou
jsme ovéem museli stanovit pred zapocetim hry jiz v ¢ase n — 1 pro n € N.% Celkové nase vyhra v ¢ase

m € N pak bude ¢init
:ZHnAFn :ZHn(Fn_Fn—1)7
n=1 n=1

coz je diskrétni analogie stochastického integralu zavadéného v prednésce stochstickd analyza. Na zavér jen
opét piipomenme, ze inegrované procesy H; € A(F;;) predstavuji (intervenéni) investicni (predikovatelné)
strategie a procesy F; € A(F;), podle kterych se integruje, naopak predstavyji ¢asto cenu akcie (zbozi),
ménovy kurs ¢i cenu futures a ty reprezentuji (vice ¢i méné predvidatelné) vnéjsi vlivy.
b) Je-li X = (X;,t > 0) zleva spojity proces, je také F;¥-predikovatelny. Ziejmé X, € L(F) = L(}“g%),
X, = lim X, eL(X, s<t)=L(FY) =L(F)), t>0,

Q3s—t—

nebot dle definice plati .7-" = FX prot > 0. Zleva spojité procesy jsou tedy vhodnymi kandiddty proto,

aby se daly stochasticky mtegrovat.

c¢) Je-li Ny = 17 | 1is, <y Poissonuv proces, pak N; neni Fi-predikovatelny proces. Ukdzeme, Ze existuje

t > 0 takové, ze

N ¢ L(Ny,s < t) = L(FY) = L(FY).
Bud w! € Q libovolné a polozme t = S;(w) > 0. Pak P(N; = 0) > 0, a tedy existuje w? € [N; = 0]. Pak
Ny(w!') =0 = No(w?) plati pro s < t, ale Ny(w') =1 # 0= Ny (w?). Tedy N, & L(Ny, s < t) a dokonce N;
neni zaddnou (ani neméftitelnou) funkei (N, s < t).

Poissontiv proces se pouziva k modelovani vnéjsich zna¢né nepredvidatelnych udalosti jako jsou pojistné
udalosti S,,,n € N ¢ doby poruchy pristroje zpusobené obtizné predvidatelnou poruchou jednoduché
soucastky jako je napt. zarovka s exponencialni dobou doziti. Tento proces se zjevné nedd pouzit pro
modelovani nasi strategie. Dovedeno do absurdna bychom pak pojistnou smlouvu uzavieli az v ¢ase, kdy
pojistna udalost nastane s ohledem na velikost pojistné skody, coz popira zakladni principy pojisténi.

Bud X; € A(F;). Rekneme, 7e proces Fi-predikovatelny proces K; € A(F;;) je Fi-kompenzdtorem
procesu X, pokud proces M; = X; — K; je F;-martingal.

°Pro (s,t,r) € T® pak plat{
f—oog]:sTgfs—gfsgfs—i-gftTgft—gftgft—Q—QFTTgfr—gfrgfr+gfoo~

Ctenaf necht si polozi otdzku, v jakych pifpadech uvedené inkluze mohou mit podobu rovnosti.
SHodnota H, je v tomto pripdadé naprosto nepodstatna.
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Poznamka: Bud W = (W;,t > 0) Wieneruv proces. To je ziejmé martingal a také zleva spojity
proces, tedy predikovatelny vzhledem ke kanonické filtraci. Pak jeho kompenzatorem je opét jakykoli FV-
martingal a pojem kompenzatoru vzhledem k takovéto filtraci neméa valny vyznam. Je to dano mj. vlast-
nosti kanonické filtrace Wienerova procesu, kde kazdy F,"-martingal ma spojitou modifikaci” a je to pak
témeér predikovatelny proces.

Naopak, je-li T' = Ny, pak takovy netrivialni ptiklad predikovatelného martingalu neexistuje a to stoji
v pozadi nasledujictho tvrzeni, které ukazuje, jak takovy kompenzator vypada.

Tvrzeni 4 Bud X = (X,,,n € Ny) F,-adaptovany integrovatelny proces. Pak F,-predikovatelny proces
K, je F,-kompenzatorem procesu X praveé tehdy, kdyz

(6) Kn % K(] -+ ZE[Xk — kal‘./fkfl], kde Ko € ]Ll(./,:'g)

k=1
Diikaz: Necht K, je F,-kompenzator procesu X,,. Pak M, = X, — K,, je F,-martingal. Plati tedy
02 E[M, — My1|Foma] 2 E[Xy — X1 — (K = Kp)|Fomt] 2 E[X = Xt |Foc] = (Ko — Koa),

nebot K,,, K,,_1 € Fnr = Fn-1 plati pro kazdé n € N. Dale X, — M, 2Ky € L(F,) musi byt integrovatelnd
veli¢ina, nebot X, M, € L. Naséitdnim pak dostaneme

K=K+ Y (Kp—Kp) 2 Ko+ Y E[Xg — Xpo1|Fiea]-
k=1 k=1
Naopak proces K, definovany rovnosti (6 - vsude) je F,,-predikovatelny, coz lze ovéfit indukei s pomoci
AKy = Ky — Koy = E[X), — X1 Fra] € Lo (Fr), keN.
Pak M, = X, — K, € Li(F,) pron e Na
E[M, — M, 1| Fp 1] 2 E[X, — Xp_1|Fna] — AK, 2 0.
Tedy proces M, = X,, — K,, je F,,-martingal. Q.E.D.
Priklady a) Necht S, je integrovatelnd ndhodné prochdzka s krokem X, = AS, = S, — S,; € L.
Pak jeji kompenzdtor pro T' = Ny je tvaru Ko+ nEX, kde Ky € L,(F5) =L({0,Q}) =R
b) Je-li S, = S,, — ES, centrovan ndhodna prochézka s krokem X, = AS, =S, —S,,_1 € Lo, pak S?

je Fp-submartingal s FS-kompenzdtorem ve tvaru Ky + no?, kde Ky € R a 0% = var(X;) = EX2.
c) Je-li N; Poissonuv proces s intenzitou A > 0, pak m& napt. kompenzéator K; = Ky + A, kde K, € R.

Poznamka: Integrovatelny F,-adaptovany proces (X,,n € Ny) je F,-martingal (super/sub) pravée
tehdy, kdyz jeho F,,-kompenzétor je skoro jisté konstatni (nerostouci, neklesajici), tj.

O%E[Xn_anﬂfnfl]%AKn (3’ 2)’ n el

Tvrzeni 5 Bud X > 0 redlnd ndhondd velicina a N; = 1x<y jeji (jednobodovy) ¢itaci proces. Oznaéme

. t de(ZE) o de(ZE)
i _/o P(X>uz) /(O,t] P(X >x)

Pak ptikladem FN-kompenzatoru procesu N; je proces tvaru K; = Ko + H(t A X), kde Kj € R.

Dikaz: Ziejmé X; = t A X je zleva spojity F» = o([X < s];s < t)-adaptovany proces. Je tedy F;-
predikovatelny a stejné tak jeho borelovska transforamce H(t A X). Oznacme M; = Ny — Hypx. Ukézeme,
7e proces M; je FN-martingal. Nejprve ukazeme, Ze m4 konstantni (nulovou) stiedni hodnotu. Ziejmé

T d
(7) EN, = P(X <) = Fx(t) = [,c00 poreg WX (@) = [ocon Jyewon) X 0) Py

Pouzitim Fubiniho véty dostaneme, ze (7) je rovno
dF
ny(O,oo) fxe(O tAy] P )?>:c dFX( ) ny(O 00) Ht/\y dFX (y) - EHt/\X'

"Proces X = (Xt € T) je modifikact procesu Y = (Y;,t € T), pokud X; LY, t €T, coz je tieba odlisovat od
(X, teT) £ (Yi,t €T), coz komentujeme tim, ze proces X je verzi procesu Y. Tyto pojmy se shoduji napt. jsou-li procesy
X,Y realné a spojité zleva ¢i zprava na T C R.
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Zvolme nyni (s,t) € [0,00)?. Pak ziejme

BN, = Ni|X > s] = P(X <t|X > ) = 5555 = Bty = Blaieflus — BlH,\x — Hox|X > 5.

Plati tedy E[M; — M|X > s| = 0. Protoze mnozina [X > s je atom o-algebry, plati
E[M; — M,|FN] £ 0 na mnoziné [X > s|.
Na mnoziné [X < s] naopak plati
Ny — Ny =1ljs5ex<y =0, Hipx —Hpox =Hx —Hx=0, = M, —M,=0.
Pro kazdé (s,t) € [0,00)? tak plati E[M; — M,|FN] Z 0. Q.E.D.

4. MARKOVSKY CAS (POZOROVATELNA UDALOST)

Necht (F;,t € T) je filtrace. Rekneme, 7e 7 : Q@ — TU{oc} je Fy-markovsky éas, ozn. 7 € MC(F),
pokud [r < t] € F; platf pro kazdé ¢t € T. Ekvivalentné 7 € MC(F;) = 1j,<q € A(F), coz znamend, ze
¢as T je markovsky pravé tehdy, kdyz jeho (jednobodovy) ¢itaci proces 1;<4 je prubézné pozorovatelny
na zakladé filtrace F;.

Poznamka: Bud 7 C R. Rekneme, ze podmnozina S C T je
hustd zleva, pokud VteT\S Fs,€STt, n— o0
hustd zprava, pokud VteT\S ds,€S5|t, n— oc.

Oznacme T, mnozinu véech bodu t € T izolovanych zprava a T— zleva. Tyto mnoziny jsou zfejmé spocetné.
Je-1i § C T husta zprava, pak nutne 7'y C S a podobné, je-li husta zleva, pak 7" C S. Pak zfejmeé spocetnou
podmnozinu hustou zprava ¢i zleva ziskdme praveé jako sjednoceni néjaké husté podmnoziny v 7' a mnoziny
T, resp. T_. Sjednocenim obou takovych mnozin muzeme v piipadé potieby dostat tzv. oboustranné hustou
spocetnou podmnozinu.

Lemma 5 (i) Je-li 7: @ — T'U {oo} Fy-markovsky cas, pak [r =] € Fy, t € T.
(ii) Je-li 7: Q@ — SU {0}, kde S C T je spocetnd, pak 7 € MC(F;) = [t = s] € F,,s € S.

Dukaz: (i) Ziejmeé [T < t] = Useg, [T < s] € F;, kde Sy C T; je spocetnd hustd zprava. Potom také
[r=tl=[r<t\r<tleF, teT.
(i) Ukdzeme pouze zpétnou implikaci, pfima plyne z bodu (i). Bud ¢ € T, pak
[T <t] =Uses,[T=s] €F, mnebot [r=s]€F, pro se€S ={seS;s<t}
Q.E.D.

Piiklad Bud X > 0 kladnd reilnd ndhodnd veli¢cina a N, = lix<q jejt citact a I; = 1x—y jeji in-
dikatorovy proces. Pak ,,0becnéd” X € MC(FN)\MC(F}), nebot

Fl=0([X=5],s<t)={[X €5],[X &5];S C[0,t] spocetnd }

obecné neobsahuje mnozinu typu [X <.

Tvrzeni 6 Necht X = (X;,t € T) je Fi-adaptovany integrovatelny proces. Pak X; je Fi-martingal
pravée tehdy, kdyz
(8) VMC(F)27:Q—{s,r} CT EX,=FEX,=FEX,,
coz se d& interpretovat, ze F;-martingal je proces, ktery kromé toho, ze si zachovava svou uroven EX,

v deterministickych casech ¢t € T si také zachovava svou uroven v F;-markovskych ¢asech 7 nabyvajicich
dvou hodnot z T'.

Diikaz: Plati-li (8), (s,r) € T® a Ac F, pakT=s5-14+7- Lowa : Q — {s,r} €T je Fi-markovsky
¢as, nebot [1 = s] = A, [t =r] = Q\A € F, a dle predpokladu tak plati
0=FEX, - EX,=FEX, - X,;)=FE[(X, — Xs)14].
Je-li naopak proces X, Fi-martingal a MC(F;) 3 7:Q — {s,r} C T, pak pro s <t mdme A = [7 = 5] €
Fs, a tedy
0=FE[(X, — Xs)1la] = E[(X, — X;)14| = E(X, — X,) = EX, — EX,.



Tedy proces X si zachovava droven v case 7.

Priklady (i) Necht S, je F,-adaptovany proces a B € B(R), pak
7 =inf{n € Ny, S, &€ B} € MC(F,)), mnebof [r<n]=Upn[Sk & B] € F,.
(ii) Bud Ny = Y57, 1js,<y Poissonav proces. Pak Sy jsou F}¥-markovské casy, nebot
[Se <t]=[N,>keFN, t>0
Poznamka: Bud (€2, A) méfitelny prostor a X : Q — R. Pak
Xel'(A) = [X<zleA zemgX)={X(w);we}
Diikaz: Ukdzeme pouze zpétnou implikaci, ta pifmé plyne okamzité. Bud ¢ € R, pak

X <d=JIX<seA

ses
kde S C (—o0,c) Nrng(X) je spocetnd husta zprava. Dale si staéi uvédomit, ze B(R) = o([—o0, ¢);c € R).
Q.E.D.
Piipomenuti: Bud 7:Q — TU {oco}, pak 7 € MC(F,) = [r <t] € F,,t € T. V tom pifpadé také
[rT>t|l=0\[r<tleF, [r=tleF, teTl.
Pro 7:Q — TU{oo} plati 7 € MC(F,) = 1<y € A(F), tj. pravé tehdy, kdyz (jednobodovy) éftact
proces 1<y udalosti 7 je Fi-adaptovany (prubézné pozorovatelny).
Bud 7 € MC(F;,t € T). Sybolem
Fr={FeFoFnir<tje F,teT}
budeme znacit o-algebru uddlosti do ¢asu T vzhledem k filtraci F;. Ziejmeé
(9) FeF, = Fnr<tleF, teTU{o}.

K ovéieni, ze 7 € MC(F,), nestaci ovéiit, ze F N [r < t] € F,,t € T, ale je tieba ovéfit, ze tato rovnost
plati i pro t = co. Pokud vsak zminénou podminku mame ovéreno pro t € T, pak uz staci ovérit, ze
FNir=o0] € Fs.

Budeme-li chtit interpretovat podminku (9), pak lze fici, ze jev F' € F, je pozorovatelny v okamziku, kdy
nastane pozorovatelna udalost 7. Formdlne, F' € F je v F; pravé tehdy, kdyz 1p - 1j;<y € A(F). V této
souvislosti si je vhodné uvédomit, Ze my prubezné pozorujeme dva procesy a to 1<y, ljz<4 - 14. Pokud
T(w) < 00, pak v ¢ase t = 7(w) se z hodnoty druhého procesu dozvime, zda jev F' nastal, ¢i nikoli.

Piiklad: Je-li 7 = tg, tj. 7: Q — {to} €T C R, pak 7 € MC(F,) a F, = F,.

Tvrzeni 7 Bud 7 € MC(F,). Pak F, je o-algebra, 7 € L*(F,) a7 At € A(F,). Déle
a) Jeli p: Q — TU{oo} at <pel*(F). Pak p € MC(F,).8
b) Necht p € MC(F,), pak

(1) pAT, pV T EMC(F) (uzavienost na svazové operace)
2)p<1T = F,CF (monotonie)
@) p<7tllp<Tlilp=7€ FyNFr=Fppr (porovnavani ¢asu)
(4) FeF, = Fnlp<r7|eF. (stopovéni)

Dukaz: Ziejmé, Q € F,, nebot QN [r < t] = [r < ] € F,t € T U {oo}. Protoze jsou stopy mnoziny
A — AN |[r < t] uzaviené na mnozinové operace, je JF, uzaviena na rozdil i spocetné sjednoceni, a je
tedy o-algebra. Nyni ovéifme, ze 7 € L*(F,) s vyuzitim pozndmky uvedené vyse. Bud = € T, ukdzeme,
ze [T <z] € F,. Prot € TU{oo} ziejmé plati

[r<aln[r<t]=[r<aAt]€ Fine CF, nebof 7 MC(F).
8Pfedpoklad T < p € L*(F;) interpretujeme tak, ze v ¢ase 7, ktery mimochodem pozorujeme, jakmile nastane, se dozvime

hodnotu ¢asu p, a tedy tu uddlost p jsme schopni pozorovat ve chvili, kdy nastane. My jsme ji schopni totiz pozorovat uz
v case T < p.
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Tedy [7 < z] € Fr,x € T, coz znamena, ze 7 € L*(F;). Z dvodni ¢asti tvrzeni tedy zbyva jen ukazat, ze
T At € A(F,). Bud tedy t € T, ukdzeme, ze 7 At € L(F;). Bud ¢ € R ukdzeme, ze [t At < c] € F; a to
rozborem piipadu. Je-li t < ¢, pak [T At < ¢| = Q € F;. Je-li naopak t > ¢, pak
[T/\t<c]:[r<c]:U[T§S]E}"t,
s€S
kde S C (—o0,c)NT je spocetnd hustd zprava, nebot pro s € S plati s < ¢ < t, a tedy [t < s] € F, C F.
a) Bud t € T. Protoze p € L*(F,), plati F = [p<t] € F,,atedy [p<t]=[p<t]N[r <t] € F.
b) (1) Bud ¢ € T, pak
pAT<tl=[p<tlU[r<tleF, [pVT<tl=[p<tn[r<t]eF.
(2) Bud F € F,. Ukdzeme, ze F'N[r <t] € F,t € T U{co}. Protoze p < 7, plati
Fnr<tl=(Fnp<t)nr<t|=Gn[r<tleF, teTu{x},
kde G = FN[p <t] € F, nebot F € F,. Celkem tak dostavéme, ze F € F,.

(3) Ukdzeme, ze F' = [p < 7] € F,NF;. Pak ziejmé [p > 7| € F,NF, aze symetrie piedpokladi dostaneme
také, ze [p < 7] € F, N F,. Ziejmeé pak také [p=7|=[p <7|\[p < 7] € F,NF,. Bud t € T'U {oo}, pak
Fnr<t=lp<r<tl=|Jlp<sinlr>sn[r <t eF,

ses
kde S C T} je spocetna hustd zprava a kde [p < s]N[r > s] € F,pros € S,nebT > s < tap, 7€ MC(F).
Plati tedy I’ € F,. Podobné ukdzeme, ze I' € F,
Fnjp<tl=[p<7np<t)=Jlp<sin[r>s€F, teTuoo}
ses
Celkem tak dostdvdme, ze F' = [p < 7] € F, N F,. Zbylou rovnost F, N F, = F,r, ukdzeme pozdéji.
(4) Bud F € F,, chceme ukdzat, ze G = FN[p < 7] € Fr. Bud ¢t € T U{c0}, pak
GNnir<tl=Fnp<r<tl=Fnp<t)n([p<rIn(r <)) € F,

nebot F'N[p <t] € F, protoze F € F,, a[p < 7] N[r <t] € F, protoze [p < 7] € F, dle dokdzané ¢ésti
bodu (3). Celkem tedy dostavame G € F.. Nyni zbyva ukdzat F, N F, = Fpar.
(3%) Ztejme F,\, C F,NF, dle (2), nebot podle bodu (1) jsou p AT € MC(F) splaujici p A7 < p, 7. Bud
nyni naopak F' € F,NF, at € T U{oco}. Pak

FNlpar<tl=(Fnp<t)U(Fn[p<t]) e F

nebot F'N[p <t] € F, protoze F € F,, a FN[r <t] € F, protoze F € F,. Plat{ tedy F € F,,.

Q.E.D.

Tvrzeni 8 Necht T' C R je uzaviend mnozina a 7, € MC(]—}), n € N. Pak
a) 7 = sup{r,;n € N} € MC(F)
b) v = inf{7,;n € N} € MC(F;,),” pokud v > —oo0.

Dikaz: (a) Protoze je T uzaviend mnozina, plati 7: Q@ — T'U {oo}. Déle
r<t=()lm<teF, teT
neN
(b) Protoze v > —oo, plati opét v : Q — T U {oo}. Pro zprava izolované body plati
v<tl=Jm<ter, teT.
neN
Bud naopak t € T zprava hromadny bod v T'. Pak se ndm bude hodit nésledujici vyjadieni
v <s]= U[Tn<8]€.7:5, s €Ty

neN
Pro r € T;, bud S, C T;, N T, hustd spocetnd, pak ¢t = inf S, a plati

v <t] = ﬂ[u<s]€]—}, r € Tiy.

SEST

9Specidlne v € MC(F,), je-li filtrace (F;) zprava spojita.
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Pro t € T zprava hromadné tak plati [v < t] € Nyer,, Fr = Fis Q.E.D.

Poznamka Je-li S C R lokalné konec¢nda mnozina a x € R, pak symbolem
|z |s =sup{s € S;s <z} € SU{—o0}
znacime zaokruhleni x doli vzhledem k S a symbolem
[x]s =inf{s € S;s >z} € SU{oo}
zaokruhleni nahoru vzhledem k S. Je-li 7 € MC(F;,t € T) a S C T lokélné konecna, pak
[7]s € MC(F;,t € T) N MC(F,, s € S),
nebot [[r]s < 1] = [[T]s < [t}s] = [r < |t)s] € Foys C Fut €T

Bud (X;,t € T) redlny ndhodny proces, B € B(R) a 7: Q — T U {oc}. Pak predpisem
ppr=inf{t € T;t > 71, X, & B}

definujeme éas (okamzik) pruniho vystupu procesu X z mmnoZiny B po ¢ase T.

Tvrzeni 9 Necht X, € A(F;,t € T),7 € MC(F,) a B € B(R).
(i) Je-li S C T lokalné konecnd, pak

p=inf{se€ S s>1X,¢& B} c MC(F,t €T).
(i) Je-li S C T spocetnd a T' C R uzaviend, pak
p=inf{s € S,s > 7, X, & B} € MC(Fiy,t € T).
Duikaz: (i) Bud t € T, pak
p<t=JIr<sIn[X,¢ Bl e F,
€S
kde Sy = {s € S;s <t} C S je spocetné. (ii) Bud'te S, T S,n — oo konecné. Dle (i) plati

pn =inf{s € S,;5s > 7,X, ¢ B} € MC(F,), neN.

Dle tvrzeni o infimu markovskych ¢ast plati p, = inf{p,,n € N} € MC(F.;). Ukdzeme, Ze ps = p.
Ziejmé p < p,,n € N, a tedy p < pso. Sporem ukdzeme obracenou neorvnost. Bud tedy w € € takové, ze
Poo(w) > p(w). Z definice p jako infima plyne, zZe existuje s € S takové, ze p(w) > s > 7(w) a Xs(w) € B.
Protoze s € S = U,S,, existuje n € N takové, ze s € S,. Pak ale p,(w) < s < poo(w) < pp(w), coz je spor.
Plat{ tedy, Ze p = pos € MC(Fiy). Q.E.D.

Tvrzeni 10 Bud 7' C R uzaviend, X, € A(F,,t € T), 7 € MC(F,).
(i) Je-li proces X; zprava spojity, F' C R uzaviend, pak pp, € MC(Fi ).
(ii) Je-li X; spojity, G C R oteviend, pak pg, € MC(F).
(iii) Je-li X; spojity a H C R typu Gy, pak py, € MC(F).

Diukaz: (i) Bud S C T spocetnd hustd zprava. Pak z predchézejictho tvrzeni dostdvame, ze

p=inf{s € S;5s>71,X, & F} € MC(Fy,).

Ukdzeme rovnost p = pp,. Ztejmé pr, < p. Sporem ukdzeme obracenou nerovnost. Bud w € Q2 takové, ze
prr(w) < p(w). Pak z definice pg, plyne, ze existuje t € T, 7(w) < t < p(w) takové, ze X;(w) & F. Ziejmé
G = R\F je oteviend mnozina obsahujici X;(w). Protoze S C T je hustéd zprava, existuje posloupnost

sn € 9,t < s, takové, ze s, — t. Protoze proces X je zprava spojity, plati

lim Xsn = Xt e G.

n—oo

Existuje tedy ng € N takové, ze X5, € G pron > ng. Tedy X, € F, coz znamena, ze p(w) < s, — t < p(w),
tedy spor. Dostavame tedy, ze pr, = p € MC(Fiy).

(i) Bud G C R otevien4d mnozina. Protoze je mnozina G oteviend, plati

ppr =min{t € T;t > 7, X, ¢ B},
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pricemz min () = inf ) = oo. Je-li totiz ¢, € T | t posloupnost takova, ze X; € F = R\G, pak t € T,
nebot T je podle piedpokladu uzaviend mnoZina a také

X, = lim X,, € F =R\G,

n—oo
nebot proces X je spojity (zprava) a F' je uzaviend mnozina. Nynf se pousime ¢as pg, vystupu z oteviené
mnoziny predvidat vystupem z vepsanych uzavienych mnozin
Fe ={z € G;dist(z, F) > ¢}.

Protoze dist(z, F) je infimem 1-lipschitzovskych funkci a je také 1-lipschitzovska, a tedy spojita. Pak
odpovidajici vzor F*© uzaviené mnoziny [e,00) je uzaviend mnozina. Dle bodu (i) plati pg- , € MC(Fiy).
Protoze spocetné supremum markovskych ¢asu je opét markovsky cas, dostanme, ze

p=sup{prer, Qe >0} € MC(F,).

Dale ukdzeme, Ze pg, = p. Protoze F* C G, plati pp-; < pgr pro e > 0. Tedy i p < pg,. S vyuzitim
predpokladu spojitosti procesu X ukdzeme i opacnou nerovnost. Bud w € Q a T 3t > p(w), ukdzeme, Ze
potom také t > pg - (w). Pro kazdé Q > € > 0 tak plati t > ppe ,(w), a tedy existuji 7(w) < t. € T} takové,
7e X;. ¢ F°. Bud &, — 0 vybrand posloupnost takovd, Ze posloupnost t. je konvergentni k néjakému
s € TN[r(w),t]. Protoze x — dist(z, F) je spojitd funkce a protoze proces X je spojity, plati

dist(X(w), F') = lim dist(X;, (w),F) < lim €, = 0.

Protoze F' = R\G je uzaviend mnozina, plati X (w) € F, z ¢ehoz plyne, ze pg,(w) < s < t, kdykoli
p(w) < t. Celkem tak dostaneme i opacnou rovnost pg.. < p, a celkem tedy plati

par=p € MC(Fiy).
Bud nyni t € T pevné. Pak s vyuzitim toho, ze v definici pg, se infima nabyvd, muzeme psét
[pGJ'E;t]::[pGJ'<:ﬂlJ[)Q ¢ Cﬂ S ]%7

nebot
[pGﬂ'<:ﬂ = LJ [pGJ Sgﬂ € ]ia

t>seS
protoze [pg, < s| € Fsi C Fi, kdykoli t > s € S, kde S C T je spocetnd podmnozina husta zprava.
(iii) Bud'te G,, | H,n € N oteviené. Pak dle (ii)

p = inf{pg, ;n € N} € MC(Fp).

Ukdzeme, Ze p = pu . Ziejmé pp - < pa,.-.n € N atedy pg, < p. Sporem ukdzeme obrdcenou nerovnost.
Bud w € Q takové, ze py . (w) < p(w). Z definice py » jako infima dostaneme, ze existuje t € TN[7(w), p(w))
takové, ze X;(w) ¢ H. Tedy
Xi(w) € |JF. F.=R\G,.
neN
Existuje tedy n € N takové, ze Xi(w) € G,,, coz znamena, ze pg, -(w) <t < p(w) < pg-(w). Tedy spor a
plati tedy rovnost
pa.- = p € MC(Fpy).
Q.E.D.

Tvrzeni 11 Necht T C R je uzaviend, X; € A(F,,t € T) zprava spojity, 7 € MC(F,), kde F,; je zprava
spojita filtrace. Pak
X, € L(f;-), kde XT((.«J) = X(w)f(w) . 1[T(w)<oo].
Dikaz: (1) V prvnim kroku budeme predpoklddat, ze T je lokdlné koneénd mnozina. V tom piipadé
predpoklad spojitosti prava jak procesu X; tak filtrace F; je automaticky splnén a neni tedy ve znéni
tvrzeni viibec omezujici. Pro t € T U {oc0} a B € B(R) zfejmé plati

(X, eBnr<t=JX.eBIn[r=s € F,

s€Ty

kde operativné klademe X, = 0. Plati tedy [X, € B] € F,, B € B(R), a tedy X, € L(F,).
(2) Bud nyni T obecné a bud S C T spocetnd mnozina hustd zprava a S, T S koneéné. Dle (1) plati

X, €L(F,), kde 7,=/[7]s, € MC(F).
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Oznaéme 7o, = inf{7,;n € N} € MC(F,;) = MC(F,). Protoze proces X; je spojity zprava, plati
X, = lim X,, € L(NpenFr,)-
Déle ukézeme, ze plati rovnost 7 = 7. Protoze 7 < 7,,,n € N, mame okamzité nerovnost 7 < 7,,. Sporem
ukézeme, ze plati i opacnd nerovnost. Bud w € Q takové, ze 7(w) < T (w). Protoze S C T je hustd zprava,
existuje n € N takové, ze S, N [T(w), Too(w)) # 0. Pak oviem 7,(w) = [7(w)]s, < Too(w) < Tn(w), coz je
spor. Plati tedy
T="Te, X;€L(F), kde F=nNuenFr,.

Zbyvéa tedy ukéazat, ze pro limitni o-algebru F = N,enF,, plati F = F, a to s vyuzitim predpokladu
spojitosti zprava. Protoze 7 < 7,, dostdvame ihned, ze F; C N,enFr, . Zbyva tedy ukazat opacnou inkluzi.
Bud tedy A € NyenFr,. Ukdzeme, ze AN [r <t] € F,t € T U{oc}. Nejprve bud ¢ € Ty U {oo}, pak
Anfr<t=An(m<tl=()AN[ <t e F,
neN neN
nebot AN |[r, <t] € F, protoze A € F, ,n € N. Je-li naopak t € T\T, zprava hromadny bod, pak pro

kazdé r € T;, plati
Anfr<t=An () [r<sl= (] An[r<sleF,
seSN(t,r) seSN(t,r)

nebot pro kazdé s € SN (¢,r) plati

Anfr<sl=|JAn[n <se F.CF.

neN

Zde jsme vyuzili toho, ze AN [T < s] € Fs a také moznému rozpisu

Anfr<sl=(An[r<s))nir<s] e F..
Pro kazdé t € T\T, tedy plati

Anfr<te (| Fi=Fip=F
reTli+

Pro kazdé t € T'U {oo} tak plati AN[r <t] € F;, atedy A € F; Q.E.D.

5. OPTIONAL SAMPLING THEOREM A OPTIONAL STOPPING THEOREM
Tvrzeni 12 Bud (X,,n € Ny) F,-martingal (super, sub) a v,7 € MC(F,). Pokud v < 7 € L, pak
X, X, €L, a X, 2 EX.|F] (%, 9.
Dikaz: Ziejmé | X, |, | X,| < >7", | Xk| € Ly, kde m € Ny je takové, ze 7 Zm.
(i) Nejprve ukdzeme, ze muzeme predpokladat, ze v < 7 2v + 1. Piedpoklddejme tedy, ze vyse uve-
dené tvrzeni plati za pravé zminéného predpokladu. Ukézeme indukci, ze plati i bez tohoto dodatecného
predpokladu. Oznacme 7, = (v + k) AT. Pak v =79 < ... < 7, = T apro k < m plati 7,41 27 + 1.
Vyuzijeme-li tedy indukéniho predpokladu, ktery je dan prvni z nasledujicich relaci, dostaneme
X, £ B[X,|F) £ BIE(X,, | F)IF] 2 BlX,, |R] (2, 2),
pricemz v druhé relaci vyuzivame predpokladu, ze tvrzeni plati za vyse popsaného omezujiciho predpokladu.
Volba k = m — 1 nam pak dava pozadovanou relaci.
(ii) Necht tedy v <7 2v+1. Pak X, — X, = (X,41 —X,) - 1,<p, PiiCemz [v < 7] € F,. Bud nyni F € F,,
pak G = FN[v < 7| €F, aplati
Jp(Xr = X)dP =370 [ (Xepn — Xp)dP (2, 9),
kde
Ge=GNv=kl =GN <k\(GNv<k-1]) € F
Q.E.D.

Véta (Optional Stopping Theorem - véta o zastaveni)'”
Bud (X,,n € Ny) F,-martingal (super, sub) a 7 € MC(F,). Pak XA, je Fn-martingal (super, sub).

OCas 7 zde interpretujeme jako okamzik zastaveni sledovaného procesu, pficemz takto vznikly proces je konstatni (zas-
taveny, zmrazeny) v Casea T.
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Dikaz: Napi. podle predchézejiciho tvrzeni plati X, n, € Li(Fran) C Ly (F,). Ziejmeé
Xoan — XT/\(n 1) — (X — X 1) 1[7‘>’I’L—1]7 kde [T >n— ]-] € Fn
Plati tedy ’
E[XT/\TL - X‘r/\(nfl)|f.n—1] - 1[T>n71} ' E[Xn - Xn—1|fn—1] = 0 ( SSJy SZJ)
Q.E.D.

Lemma 6 Bud Z € L,(Q, A, P) a (F;,t € T) filtrace na (2, A, P). Bud'te v,7 € MC(F,). Pak
(a) E[Z|Frp] 2 E[Z|F)) na [v < 7.1
(b) E[Z|F-p) = E|E(Z|F)|F].
Dikaz: (a) Nejprve prepiseme tvrzeni (a) do vice formalniho zépisu pfi¢emz pravou stranu upravime
E[Z|Fers) - 1<y 2 E[Z|F) - 1<y 2 ElZ - 1<l .
Tato uprava je pifpustnd, nebot [v < 7] € F,\, C F,. Nasim tikolem je ukézat tedy rovnost mezi levou

a pravou stranou. Leva strana je zfejmé integrovatelnd a F,-méfitelnd. Bud tedy F' € F,. Integraci levé
strany na mnoziné F dostaneme

fF ElZ|Fen] - Lp<n dP = fG E[Z|Frp)dP = fG Zdp = fF Z - p<qdP,
nebot G = F'N[v < 7] € F, dle zdkladnich vlastnosti markovskych ¢asu a o-algebry udélosti.
(b) Ziejmé E[Z|F,p,) € Li(F,). Bud nyni F € F,. Pak G = FN[r <v] € F,NF, = Frn, a tedy
Jo ElZ|\Fups)dP = [, ZdP = [, E[Z|F,)dP = [, E[E(Z|F,)|F:]dP.
Bud nyni H=FNr<7]C[r<r7],adle (a) tak plati
EZ|Fon) - 1u 2 E[ZF) - 1y
Plati tedy
fHE[Z|‘7:W\T]dP:fH Z|‘7: dP fH Z|-7:)‘~7:]

nebot H € F,, protoze F,[v < 7] € F,. Protoze plati rovnost integrdlu z obou stran postupné na
mnozinach G, H, plati také na jejich sjednoceni F' = GU H € F,. Q.E.D.

Podminéné Fatouovo lemma Budte 0 < X, € L1(Q, 4, P),n € N a F C A o-algebra. Pak
X =liminf X, eL; = 02F[X|F]Zliminf E[X,|F,].

n—oo

Dikaz: Pouzijeme Léviho vétu o monoténni konvergenci pro podminénou stiedni hodnotu. Ziejmé plati
0 <infi>, X T X € Ly. Pak tedy
0 E[X|F] 2 hm E[lnf Xi|F] ¢ lim inf E[X|F] 2 liminf B[X,,|F]
n—oo k>n n—00 Q.E.D.

Tvrzeni 13 Bud (X,,,n € Ny) F,-submartingal, v, 7 € MC(F,). Necht v < 7 200, necht déle
X, X,€l, a lim E[X in<7]=0,"

kde E[X; A] = E[X - 14] znadi stredni hodnotu redlné ndhodné veléiny X na mnoziné A. Pak
X, 2E[X,|7).
Duikaz: Zrejmé v An < 7 A n jsou omezené F,-markovské casy. Protoze 7 200 a X, p, € L1(F,), plati
Xonn S EXnal Fore] 2 EIEX il FF] 2 EXopal £ 2 EIXH,F) — EIX;,, )
Pouzitim podminéného Fatouova lemmatu dostaneme

liminf E[X7, |7, > E[XC|F,].
Predpoklad E[X,;n < 7] — 0,n — oo pak znamend, ze X}, — Xt v L;, nebot
IXF - X

/\n‘ - |X7—'i_ - XT—H ’ 1[T>n] < X:_ : 1[T>n} + Xn : 1[7—>n] -0 v ]Lla n — o0.
H7Zspisem X £ Y na A rozumime: (X —Y)14 £ 0.

12podminku lim,, . E[X;";n < 7] = 0 éteme: stfedni hodnota kladné ¢asti X,, na mnoziné [n < 7], kdy k udélosti 7 jeste
nedoslo, je s rostoucim ¢asem n — oo zanedbatelna.
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Pak E[X}

nAT

|F,] — E[X}|F,] v L pro n — co. Celkem tak dostdavéme, ze
X, L EIXH|F,] — liminf BIX-,|F,] < BIXI\R) - EIXC|F] 2 X |7

TAN

) Q.E.D.
Poznamky: Bud X, F,-submartingal a 7 € MC(F,) a X € L;.
(i) Pak je podminka lim, E[X;";n < 7] = 0 ekvivalentni se zdanlivé slabsi podminkou

liminf E[X,;n < 7] =0.

n—oo

Protoze je proces X, dle predpokladu F,-submartingal a [7 > n] € F,,, plati
0<a,=EXSin<7]=EX in<7]=a1+EX in+1=17]=a,1+0(1l), n— .

n

(ii) Pak také X, € IL;, nebot, jak ukdzeme, plati X~ € ;. Dle optional stopping theorem je proces X,
Fr-submartingal, a ma tak neklesajici sttedni hodnotu. Specidlné EX,,, > EX, € R. Pro zapornou ¢ast
tak dostavame odhad

EX EX*

nAT nAT

— EXon < EXT _ — EX,.

NAT
7, Fatouova lemmatu pak dostaneme
EX. <liminf EX,, < EX' — EX,.

n—oo

Tvrzeni 14 (a) Bud 7: Q — Ny U {oco} splitujici 7 200 a (X, n € Ny) integrovatelny proces, pak

X ely, nhjgo E[XIin<7]=0 = X}, jestejnomérné integrovatelny proces. '*

(b) Bud X,, F,-submartingal a MC(F,,) > 7 0o, pak
XfeL, Xf,iEIXHE] = X7

nAT

je stejnomérné integrovatelny proces.

Dikaz: Na zacatku poznamenejme, ze soucet dvou stejnomérné integrovatelnych procesu je opét ste-
jnomeérné integrovatelny.

(a) Je-li proces X1, stejnomérné integrovatelny, pak i dominovany proces X 1p,.- je stejnomérné
integrovatelny a z jeho konvergence skoro jisté k nule ihned dostaneme i konvergenci v ;. Protoze limita

stejnomeérné integrovatelné posloupnosti realnych ndhodnych veli¢in je integrovatelna, plati
X: = lim X:/\n . ]—[T<oo] e L.

Plati-li naopak leva strana, pak vyuzijeme odhad
0< X} < X e + X s

TAN

Podle ptredpokladu X F1(,.,,) — 0 v Ly pro n — oo, a tato integrovatelna posloupnost je tedy stejnomérné
integrovatelna. Podobné proces X' 1,>- je dominovany integrovatelnou veli¢inou X € L; a je tedy také
stejnomérné integrovatelny.

1., dominovan stejnomérné integrovatelnym procesem E[XT|F,],
a je tedy také stejnomérné integrovatelny. Necht naopak plat{ pravé strana. Pak dle (a) plati X € L;.
Protoze je proces X1~ F,-submartingal, dostaneme z optional stopping theorem, ze

X2 [Xj/\m‘f‘n]_)E[X:’fn] vIL; pron <m — oo.

TAn <

(b) Plati-li leva strana, pak je proces X1

Zde jsme vyuzili predpokladu, ze X1, je stejnomérné integrovatelny proces, coz davé konvergenci X7, —

XF v L pro n — oo. DAl uz jen vyuzivdme toho, ze podminénd stiedni hodnota zachovévéa konvergenci
v L. Q.E.D.

Déle budeme podminku (Y, ¢t € T') je stejnomérné integrovatelny proces zapisovat ve tvaru Y; € SI.

Tvrzeni 13* Bud (X,,,n € Ny) F,-submartingal a v < 7 200 F,-markovské casy. Je-li X7,
X, X; ey, X, 2E[X;|F)]
€ SI, plati X1, € ST a X' € Ly. Z poznamky pak mame odhad
EX- < EXY — EX, < oc.

€ S, pak

Dukaz: Protoze X

TAN

I3Ctenari jako cviceni doporucuji si ukdzat, ze levd strana je ekvivalentni podmince EX,, — EXt <ocopron — oo a
pomyslet na to, ze tato frekventovand podminka ekvivalentni se stejnomérnou inegrovatelnosti zastaveného procesu X, je
ve své podstaté spojitosti v L ve smyslu X7, — XT v L.
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Celkem tak plati X, € ;. K ovéreni predpokladu tvrzeni 13 zbyva ukazat, ze X, € L;. To lze ukazat
naprosto stejné, jako pro 7, ovéiime-li, Ze je splnén predpoklad X/, € SI. Z tvrzeni 12 a 14 (b) dostaneme

X LEIX ) Fornl LEE(XT|F) | Fona] £ BIXS|Fornl.
Proces X7,

Tan je tedy dominovan stejnomérné integrovatelnym procesem, a je tedy sam stejnomérné inte-
grovatelny. Nyni v spliuje stejné podminky, jaké jsme v predpokladech kladli na 7 a tak i pro v plati
X, € L;. Protoze jsme ovérili predpoklady tvrzeni 13, plati i odpovidajici zaver. Q.E.D.

Poznamka (i) Specidlné, je-li proces X,, shora omezen, ¢i jen zastaveny proces X,,,, pak je podminka
stejnomérné integrovatelnosti ze shora automaticky splnéna. Stejné tak najdeme-li integrovatelnou veli¢inu,
ktera proces majorizuje shora. Hledame-li hranici, kam az v predpokladech muzeme ustoupit, dostaneme,
ze staci predpokladat, ze zastaveny proces X, je shora majorizovany stejnomérné integrovatelnym pro-
cesem, pricemz nam ziejmé staci misto toho totéz predpokladat o nezastaveném procesu X,,.

(ii) Je-li 7, = inf{n € Ny; X,, > ¢} € MC(F,), pak pro kazdy MC(F,) > 7 < 7. plati
limsup E[X,[;n < 7] <clim P(n<7)=c-P(1 = 00).

n—00 n—00
Aby byla leva (i pravé strana) nulové, staci pak jiz predpokladat, ze 7 % oo.
(iii) Je-li cas 7 : Q — Ny U {oo} nezavisly s procesem (X,,,n € Ny), pak je nejsnadnéjsi ovérovat technické
podminky piimo vypoctem, nebot z piedpokladu nezdvislosti ihned dostaneme moznost vycislit

EXtin<71]=EX' Pln<rT), EX;L:ZEX;P.p(T:n).
n=0

Ovérenim odpovidajicich podminek se nam otevie moznost pouzit tvrzeni 13 ovsem vzhledem k filtraci
Fn = FXVo(r). Ziejme X, € A(FX) C A(F,) a také 7 € MC(F,), nebot [ < n] € o(r) C Fy C Fn
plati pro kazdé n € Nj.

Véta (Optional Sampling Theorem - véta o probuzeni)'* Bud MC(F,,n € Ny) 3 7 ¥ 0o nekle-
sajici posloupnost markovskych ¢asu.

(a) Je-li X, F,-submartingal a (i) X},

NATE

lim E[X,;n <) =0, keN,.

n—oo

€ SI nebo ekvivalentné (ii) X} € LL; a soucasné

Pak X, je F; -submartingal.

NATE

lim F[X, ;n<7] =0, keN,.

n—oo

(b) Je-li X,, F,-supermartingal a (i) € SI nebo ekvivalentné (ii) X, € IL; a soucasné

Pak X, je F; -supermartingal.
(c) Je-li X,, F,-martingal a (i) X,n, € SI nebo ekvivalentné (ii) | X,, | € L; a soucasné

lim E[|X,|;n <7 =0, k&N

Pak X, je F; -martingal

Lemma 7 Bud X,, € A(F,,n € Ny) integrovatelny proces. Pak X, ., € SI plat{ za predpokladu, ze
Ino € Ng  sup E[|Xp11 — Xu||Fn] - 1ppen € Lo

n>ng
Dikaz: Najdeme integrovatelnou majorantu pro
| Xonel < sup | Xol + D [ X — Xul.
n<no no<k<rt

Prvni élen napravo je zfejmé jako supremum koneéné mnoha integrovatelnych veli¢in integrovatelné. Bud
c € (0,00) takové, ze pro kazdé k > ng plati

EHXkJrl - XkHj:k] : 1[k<T] gJC

4\ arkovské casy 7 zde interpretujeme jako okamziky probuzeni, po kterém zaznamename napozorovanou hodnotu
sledovaného procesu, a pak opét usneme az do dalsitho probuzeni.
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Protoze 7 € MC(Fy), plati [k < 7] € Fy, a dle definice podminéné stiedni hodnoty pak
El| Xki1 — Xk <7] < Elc;k<7|=cP(k<T)

kdykoli k > ng. Stredni hodnotu druhého ¢lenu v prvni odsazené formuli dikazu je omezena hodnotou

E D> |Xpp = Xil = ) B[ Xppr — Xplik <7] <) Pk <7) < o0,

no<k<t k=ng k=ng

protoze dle predpokladu 7 € L. Q.E.D.

Lemma 8 Bud 0 < Xn Fn-submartingal s rozkladem X, = M, + K, na F,-martingal M, a F,-
kompenzétor K,,. Pokud MC(F,) 2 7 2 oo spliuje K, € Ly, pak také X, M, € L.

Dikaz: Dle Fautuova lemmatu plati
0 < EX, <liminf(EMz, + EK:pn) = EMy + EK, < o0,

n—oo
pricemz jsme pouzili nejprve Optional Stopping Theorem tikajici, ze M., je F,-martingal, coz pro nas v
koneéném dusledku znamend rovnost EM,,, = E My, a pak jsme také pouzili Léviho vétu o monoténni
konvergenci fikajici, ze EK,x, T EK,, nebot kompenzéitor K,, jakozto kompenzator F,,-submartingalu je
neklesajici proces zdola omezeny svou pocatecni hodnotou, kterd je nutné integrovatelna. Zbytek uz pak
plyne z rozpisu M, = X, + K, € L.
Q.E.D.

Budte X, k € N nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. O procesu S, = Y ,_, X}, pak fekneme,
7e je to ndhodnd prochdzka s krokem X, = S, — S,_;. Bud navic (Fy, k € Ny) filtrace. Pak fekneme,
ze proces S, je F,-ndhodnd prochdzka, pokud S, € A(F,) a pokud jeji krok X, 11 = S,41 — S, je
nezavisly s F,, pro n € N.

Piiklady Bud S, F,-ndhodnd prochdzka s krokem X,, = S, — S,_1.
(1) Je-li X3 € Ly, pak S,, = S,, — ES,, = S,, — n - EX; je F,-martingal.
(2) Je-li Xy € Ly, pak V,, = S2 — ES2 = S2 — no? je F,-martingal, kde o = var(X7).
(3) Je-liao € Ra f=1InFEexp{aX;} € R, pak &, = exp{aS,, — nB8} je F,-martingal.

Véta (Waldovy rovnosti I) Bud (S,,n € Ny) F,-ndhodnd prochdzka a v < 7 200 F,-markovské casy.
(i) Je-li Xy, 7 € Ly, pak S, £ E[S,|F,].

(ii) Necht X2, 7 € Ly, pak V, 2 E[V.|F,], pokud (a) 7 1L F5 nebo (b) pokud plati (10), kde

(10) (Ing € Ng)  sup [Sy| - 1jper) € Lo

n>ng
(iii) Necht o € R, 3 = In Fe®*t € R, pak &, 2 E[&.|F,], pokud (a) 7 1L F2 nebo (b) X; € L; & (10).

Dukaz: (i) Ziejmé E|[|S,11 — S,||F.] = E[|Xns1||Fn] = E|Xpy1| = E|X4|, nebot X1 1L F,,n € Ny.
Dle lemmatu 7 pak S;x, € SI a plat{ tedy rovnost S, 2 E[S,|F,] dle Optional Sampling Theorem.
(ii) Proces 0 < S? je ziejmé F,-submartingal s kompenzdtorem napt. K, = no?. Dédle EK, = 0?ET < 00
dle predpokladu. Dle lemmatu 8 pak plati S2,V, € L;.

(a) Pifmo vypoétem s vyuzitim predpokladu 7 1. FJ = F5 D FY ovéifme technicky piedpoklad
E[|[Volin < 7] =E|V,|-P(n<7)<20*nP(n<7)<20E[r;n <7 —0, n— oo,

nebot 7 € LL; a nebot

E|V,| = E|S? — no?| < no® + E|S,|* = no? + var(S,) = 2no’.
(b) Nyni spocteme E[|V,41 — V,|;n < 7). Protoze S2,; = (S, + X,41)? = S2 + 25, X1 + X2 4, plati

[Var1 = Vol = 128, X041 + Xiﬂ — 0’| < 0?4+ 2[S,| - K| + X2,
a z nezavislosti X,,,1 1L F,, a méfitelnosti S,, € L(F,) dostaneme

B([Vas1 = VallFa] 2 0 + 2ISa| B[ Xnia | [F] + E[XG 0 Fa] = 20% + 2E]X, ] - [Sy.
Z predpokladu (10) pak dostaneme, ze
sup E|[Vas1 — VallFa] - Iner) < 20° + 2E[X4 |- sup [Sy] - Ijn<r) € Loc.

n>ng n>no
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Pouzitim lemmatu 7 pak ziskdme, ze V,n, € SI arovnost V,, 2 E[V;|F,] pak z Optional Sampling Theorem.
(iii) Zrejme 0 < &, je F,-martingal a tedy nezéporny JF,-submartingal s kompenzatorem napt. K, = 0.
Zrejmé K, =0 € Ly, a dle lemmatu 8 tak plati &, € L;.
(a) Pifmo vypoctem s vyuzitim predpokladu 7 1. FJ = F5 D FY ovéifme technicky piedpoklad
Ell&.in<T|=E&,-Pln<71)<Pn<7)—0, n— o0
(b) Z Jensenovy nerovnosti dostaneme, Ze 3 = In Fe®*1 > aE X, z ¢ehoz odvozujeme, 7e
E, = e¥nhn — e®Sn—(B-abXi)n < oS
Déle
E[|Eni1 — Enl|Fn) = &, - E[|e*X 01 7P — 1| |F,] = &, - Ble®™ P —1].
Celkem tak dostavame
sup Ef|€1 = EullFa] - Lner] < Ele®® 177 —1[ - exp{|al - Sup [Sn| - Lner)} € L.
n>no n>no
Véta (Waldovy rovnosti IT) Bud (S,,n € Ny) F,,-ndhodnd prochézka a MC > 7 ¥ co.
(i) Pokud Xy,7 € Ly, pak ES, = ET- EX;.
(ii) Necht X2 7 € L;. Pokud 7 1L F2 nebo pokud plat{ (10), pak var(S,) = E7 - var(X;).
Pokud navic 7 € Ly, pak S; € Ly a
var(S;) = E7 - var(X,) + var(7) - (EX))* +2EX; - cov(T,S;),
piicemz z pifpadé 7 1L F2 je posledni napravo ¢len roven nule.
(iii) Nechf a € R, 8 = In Ee®*t € R. Pokud 7 1L F% nebo X;,7 € L; & (10), pak EE, = 1.
Diikaz: Volime MC(F,) 3 v = 0 < 7. Pak zfejmé¢ S, =S, =0, ddle V, =0 a &, = 1.
(i) Dle Waldovych rovnosti (i) plati
0=ES, = ES, = E(S, — - EX,) = ES, — EX, - E7.
(ii) Dle Waldovych rovnosti I (ii) plati
0=FEV,=EV, = E[S? — 7-var(X;)] = ES? — var(X)) - BT = var(S,) — var(X;) - ET.
Déle
var(S,) = var(S, + 7 EXy) = var(S;) + (EX;)? - var(1) + 2EX, - cov(7,S,).

Je-li 7 1L F% | pak z rovnosti ES,, = 0 a z piedpokladu nezavislosti dostaneme, Ze
cov(r,S;) = E(t-S;) =Y nES,-P(r =n)=0.
n=0

(iii) Dle Waldovych rovnosti I (iii) plati 1 = EE, = EE; Q.E.D.

6. MAXIMALNI NEROVNOSTI

Pro potteby dale vyuzivané Jensenovy nerovnosti zavedeme zobecnénou stiedni hodnotu pro redlny
ndhodny vektor. Bud X : (Q,4) — (R", B") n-rozmérny redlny nédhodny vektor a F C A o-algebra.
Oznacme Px|z podminéné rozdéleni’® X, pak piedpisem

E[X|F] = [z Pxir(dz)

definujeme zobecnénou podminénou stredni hodnotu X za podminky F a to pro takova w € €2, pro
kterd je prava strana dobie definovana. Je-li f : R® — R* borelovské zobrazeni, pak Pyjpoft = Py x| 7,
a tak pro w € €, pro ktera je leva strana dobte definovana, dostavame rovnost az na F-méritelnou mnozinu
miry P nula rovnost

[ f(z) Pxir(dz) = [ ¢ Prxyr(de) = E[f(X)|F].

Pro dalsi tcely pripomeneme Jensenovu nerovnost pro stfedni hodnotu z TP1.

Bprotoze R™ je tplny separabilni metricky prostor s borelovskou o-algebrou B", existuje reguldrni verze podminéné
pravdépodobnosti B € B" — P(X € B|F), kterou ozna¢ujeme jako podminéné rozdéleni X za podminky F a znacime

Px|_7:.
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Jensenova nerovnost Bud D C R",n € N konvexn{ mnozinaa D ¥ X : (Q, A) — (R", B") n-rozmérny
redlny ndhodny vektor. Pokud EX = (EXy,...,EX,)" € R" pak EX € D. Jeli navic f : D — R
konvexni funkce, pak

Ef(X) = f(EX),
pricemz leva strana existuje a muze nabyvat realnych hodnot, piipadné také oc.
Poznamka: Jensenova nerovnost plati i v piipadé, ze funkce f: D — RU {oco} je nevlastni, tj. pokud
pripoustime i hodnotu oo.
Dukaz: Oznacme D* = {z € D : f(z) € R}, pak tato mnozina je jisté konvexni. Pokud X ¥ D*  pak
Ef(X)=Ef(X) = [{(EX) = f(EX), kde [f'=Ff
Pokud X ¥D*, pak Ef(X) = oo, a tak opét pozadovand nerovnost plati.

D*.

Jensenova nerovnost pro zobecnénou podminénou stfedni hodnotu Bud D C R*,n € N
konvexn{ mnozina, D 2 X : (2, 4) — (R™, B") n-rozmérny redlny ndhodny vektor a F C A sub-o-algebra.
Pokud X € L}, pak F[X|F]2D. Je-li navic f : D — RU {oo} konvexn{ funkce, pak

E[f(X)|F] = [(E[X|F)),

pricemz leva strana existuje a muze nabyvat realnych hodnot, pripadné také oc.

Proces X = (X;,t € T') se stavovym prostorem (]1:%, B) nazveme Fi-adaptovanym, pokud pro kazdé t € T
plati X; € L*(F), coz strucné zapisujeme X; € A(F;). Rekneme, ze proces X € A(F;) je zobecnény F;-
submartingal, pokud pro kazdé (s,t) € T plati

X, $E[X,|F,).
Specidlné velicina X; je zdola Py|z -integrovatelnd skoro jisté. Je-li proces X; € A(F;) je zobecnény Fi-
submartingal, pak

E[X,;;F] > E[X,;F], FeZF, (st)ecT?.

Jensenova nerovnost pro martingal a submartingal Bud D C R",n € N konvexni mnozina,
X, ¥ D n-rozmérny Fi-martingal a Y; 2D n-rozmérny Fi-submartingal,'® pak pro konvexni funkci f :
D — R U {oo} a neklesajici konvexn{ funkci g : D — R U {oo} jsou procesy f(X;),g(Y;) zobecnéné
Fi-submartingaly.

Diikaz: Pro (s,t) € T® z Jensenovy nerovnosti pro zocenénou podminénou sttedni hodnotu dostaneme
9(Ys) £ g(E|F]) 2 Elg(V)|F].
Q.E.D.

Je-li X = (X;,t € T) (zobecnény) redlny ndhodny proces, pak symbolem

X =sup Xy, =sup X}, teTU{oo}
SeTt

znacime prubézné (historické) maximum procesu X do ¢asu t. Dile pak symbolem

| X |5 = X" = sup | X,|, t€TU{oo}

seTy

znac¢ime prubézné (historické) maximum absolutni hodnoty tohoto procesu.

Véta (Martingalova nerovnost) Bud D C R konvexn{ a f : D — [0, 00] neklesajici konvexni a
x € D. Bud X € A(F;) shora majorizovany F-(sub)martingalem Yy, k = 1,...,n, pficemz oba procesy
skoro jisté nabyvaji hodnot v mnoziné D. Pak

f(x) - P(X; > ) < E[f(Ya); X5, > x].

16im myslime, Ze proces X; je slozen z celkem n Fi-martingalu a proces Y; z n Fi-submartingali.
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Dikaz: Protoze f je neklesajici konvexni funkce a Yj je Fy-(sub)martingal, je proces f(Y}) zobecnénym
Fr-submartingalem majorizujicim shora proces X;. Bud z € D a7 =inf{k =1,...,n; X} > x}. Protoze
f(Xk) je shora majorizovany zobecnénym Fi-submartingalem f(Y%), plati

E[f(Y,); X;>a] =Y E[f(Ya);T =k > > E[f(Ya);7 = k]

n

> Y E[f(Xp):im =K = f() ) Plr=k) = fx)- P(X; > ).

k=1

Q.E.D.

Pouziti V ptipadech pouziti vyse uvedené nerovnosti lze vzdy postupovat nasledujicim zpusobem. Na-
jdeme'” velicinu Y € LL; takovou, ze E[Y|F] 2 X € A(Fy), coz mizeme komentovat slovy, Ze veli¢ina Y
shora uzavird proces Xi;k =1,...,n vzhledem k filtraci Fj. Pak Fj-martingal Y, = E[Y|F;] 2 X,
shora majorizuje proces X. Pak jiz staci najit neklesajici konvexni funkci f (na konvexni mnoziné) takovou,
ze f(Xy), f(Y) jsou skoro jisté dobfe definovany a predchozi véta ndm dé nerovnost

flz) - P(X; >xz) < E[f(Y); X} > x], x € def(f).

Véta (Skorochodova nerovnost) Bud Sy, k¥ < n ndhodna prochdzka, pak pro e > 0 plati
P(|S|; >e+n)- k<inP(]Sn — Skl <n) < P(|S,] > ).

Dukaz: Zrejmeé [|S]X > e +n] =[r <n],kde 7 =inf{k =1,...,n:|Sk| > ¢ +n}. Pak
P(|S,] > €) = P(|S, > e,7 <n) = > P(|S,| > e,7 = k).
k=1

Protoze [T = k] C [|Sk| > € + 1] a protoze z trojihelnikové neorvnosti mame
1S, =Skl <n & Skl >e+n = |Sul > Sk = 1Sy =Skl > B ¥ S, >e1
dostavame posléze i s vyuzitim [r = k] € F7 1L S,, — S, Ze
P(|Sn| > &,7 = k) 2 P(|Sn — Sk| < n,7 = k) = P(|Sp — S| < n) - P(T = k).
Nacitanim pak dostaneme nerovnost

P8, > e +0) 2 3" P(ISy = Sil <0) - P(r = k) > min P(IS, — S| <) - P(r < n).

k=1

Q.E.D.

17vadépodobné nejmensi takovou veli¢inu dostaneme ve tvaru

Y =Xn+ Y (Xpor — E[Xe| Feca]) T = X0 + > (K — K1) ™,

k=1 k=1
je-li Ky kompenzator procesu Xj. Tuto veli¢inu pak muzeme vnimat jako nejmensi horni Fy-uzdvér procesu Xy, k =
1,...,n. Podobné proces Y, = E[Y|Fy] jako horni Fy-martingalovou obdlku procesu Xy, k =1,...,n a proces
k k
Zp = Xp+ Y (Xjo1 = E[X|Foa)) = X+ Y (K — K1),
j=1 j=1

ktery je nejmensim Fjp-submartingalem shora majorizujicim Xy, jako horni Fi-submartingalovou obdlku procesu Xj.

Bgymbol = éteme “a tedy”, piicemz zépis A = B znamend: plati vyrok A a soucasné plati vyrok A = B. Tento zapis
upfednostiiujeme pted zdpisem A & B, ktery logicky znamend totéz, ovéem z hlediska intuice je na jiné urovni. Zapis A= B
nevnimame pouze jako vyrok, ale pfifazujeme mu interpretaci ve tvaru: plati vyrok A a z jeho platnosti odvozujeme vyrok
B. V tomto zépise je zachycena urc¢itd dynamika vazici se k tomu, odkud kam sméfujeme a jaké mame tmysly. Podobné
vyrok A = B je implikace, kterou muzeme interpretovat (pouzit) ruznymi zpusoby - v piimé formé nebo ve formé obmeény
B= A

Byyrok A = B C éteme: plati A = B a soucasné plati B = C, z ¢ehoz nésledné odvozujeme, ze plati A = C. Naopak
zépisem A B C rozumime plati A a soucasné plati A = B a soucasné plati B = C, pficemz my z platnosti vyroku A
usuzujeme na platnost vyroku B a posléze z platnosti vyroku B i na Platnost vyroku C.
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Rekneme, ze redlnd posloupnost X,. .., X, splituje princip reflexe (zrcadlent), pokud

Px,,..x, = Pxy .. X0~ Xps1s—Xns k<1

Véta (Lévyho maximalni nerovnost) Necht redlnd ndhond4 posloupnost X7, ..., X,, splituje princip
reflexe, pak pro jeji ¢astecné soucty S, = > ;_, Xj plati nerovnost

P(|S|: > z) <2P(|S,| > x), x>0.

Diikaz: Bud S,(f) = 25, — S, je posloupnost vznikla z posloupnosti .5, preklopenim trajektorie od casu
k < n. Ziejmé
r=inf{k=1,...,n:|S| >z} € MC(F)),

a tak Fj, = [T = k] € Fy. Dle predpokladu reflexe pak plati

(Sky Sn = Sy 15,) ~ (Sky Sk — Suy 1) B (SW;15,) = (2S5 — Sui 1) ~ (Su; 1ry).
Protoze dle trojuhelnikové neorovnosti plati

Sal <z & (Sl >x =[S =128k = Sal 2 2ISk| = S 2 2| B[S >
a protoze Fy > Fy = [1 = k] C [|Sk| > z], plati

P(|S,| > x, Fp) = P(|SW| > z, F},) > P(|S,| < x, Fy).
Odsud odvozujeme, ze
P(Fy) = P(|Sa| > x, Fy) + P(|S,] < x, Fy) < 2P(|S,| > z, Fy).

Nascitanim (s védomim, ze Fy, = [T = k]) pak dostaneme, ze

P(|S];, > z) = P(t <n) ZP k) §22P(|Sn| >z, 7 =k)=2P(|S,| > z,7 <n) <2P(|S,| > z).
k=1
Q.E.D.

Véta (Submartingalové maximalni nerovnosti) Necht (Xj)7_, je submartingal, pak pro € > 0 plati

P(X:>e)<1E[X,;X;>e]<1EX]T

P((—X); > e) < I[EX, — EXy).
Spojenim téchto nerovnosti pak dostaneme nerovnost
P(IX]; > ¢) < 12EX,] — EX,).
Pievraceni nerovnosti Pro supermatingal Y, = — X, ihned dostaneme analogické nerovnosti
P(Y >e) < LEY, +EY, P(-Y),>e)<L1EY,, P(Y[,>¢)<i]2EY, + EY).
Dusledek (nerovnost pro martingaly) Bud (Xj)7_, martingal, pak pro e > 0 plat{
P(£X), 2e) < 1 BEXy,  P(X[[2e)<ZEIX,|, r>1

Diikaz: Jediné, co je tieba dokazovat je posledni nerovnost, ktera plyne z véty pouzitim na submartingal
| X%|" v pripadé, zZe je to integrovatelny proces. V opa¢ném piipadé X, ¢ L, a v tom piipadé je pravd
strana rovna oo. Plat{ totiz E|X.|" < E|E[X,|FX]|" < E|X|" pro k < n. Q.E.D.
Dtikaz véty: Protoze 7 = inf{k = 0,...,n: X} > ¢} € MC(FX), plati

[(Xr>e]=[X, >e¢] =[r <n] € Furr
Protoze E[X,|Fran] £ X nn dle tvrzeni 12, dostdme z definice podminéné stiedni hodnoty, ze
EX'>EX ;7<n]>E[X,;7<n]>EXu;7<n|=E[X;X,>¢]|>ecP(X, >¢e)=c-P(X} >e¢).
Bud Y, = — X, dudlni supermartingal. Pak v = inf{k = 0,...,n:Y; > e} € MC(F)) = MC(F) a

Yr>el=[Y, >¢|=[v<n] € Fm.
Protoze EY,n, < EYj dle napi. tvrzeni 12, plati

eP(Y >¢)=eP(Y, >¢) <E[Y,;)Y, >¢|=EY, ;v <n|=EY, nn — E[Yynn; v > 1
< EYy— E[Y,;v>n] < EYy+ EY, = EX,' — EX,.
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Zbyla nerovnost i odpovidajici dusledek plyne okamzité z dokdazanych nerovnosti. Q.E.D.
Véta (momentova maximalni nerovnost pro martingaly) Bud (X;)?_, martingal a r > 1, pak
E(X)" < (G5)" X"

Diikaz: Ziejmé muzeme piedpokladat, ze 0 2 X, € L, v opatném pifpadé je leva strana vzhledem
k predpokladu Xj, £ E[X,|F¥] nulova nebo prava co. Pak z nerovnosti®® E|X,|" < FE|X,,|" dostaneme

0 < E|X,|[" < E(X]) <ZE|Xk < (n+1)-EX,|" < co.

Ze vzorce pro vypocet stiedni hondoty z doplnkove distribu¢ni funkce pro nezaporné velic¢iny
E|lY| fo (|Y]" > z)dz = rfo (Y] >y) -y tdy
a s vyuzitim maximalni nerovnosti pro submartingal |X,,| a Fubiniho véty dostaneme

E(X[)=rf;" PUX[;, = 2) -2 e < v [7 BIXo[X]5 2 2] - 2772 de = 55 B[ X] - (1X]5)7.

Daéle pouzijeme Holderovu nerovnost s koeficienty p =r a ¢ = (1 — %)_1 = pricemz dostaneme

7’17

*\7T— i *\T
E[|Xa| - (1X15)771 < (BIX|D)7 - [(BIX])7]
Poskladanim obou nerovnosti a pokracenim dostaneme nerovnost pro normu v L, ve tvaru
[E(X[)TY < 5 [B(X)T

coz je ekvivalentni zapis pozadované nerovnosti Q.E.D.

Bud T C R lokalné koneénd mnozina. Pro f : T'— R a (a,b) € R® ozna¢me poéet preskokai intervalu
(a,b) smeérem nahoru

10 = card{(s,t) € T®; g f. C (a,b) C [fs, fi]}.

u€ (s, t)NT

a analogicky pocet preskoku intervalu (a,b) smérem doli

flb = card{(s,t) € T®; g f. C (a,b) C [fi, f:]}.

uE(s,t)NT

Poznamka: Je-li X = (X,,t € T) ndhodny proces a T C R lokalné konecnd, pak pro (a,b) € R® plati
X0 X1Pe LN(FY), XT0=(=X)17¢, X[P-1<XT"<X|®+1.

Ditkaz: Ziejmé X 1) = (—X)|~¢ . Abychom ovéiili X|® —1 < XT° < X|b +1, stacf si uvédomit, ze mezi
kazdymi sousednimi pteskoky nahoru, musi byt pravé jeden preskok dolu a naopak. Odpovidajici pocty se
tak mohou lisit maximélné o hodnotu 1. Nyn{ zbyvé pro k € N ukézat, ze plat{ [X TZ > k| € FX, pticemz
méfitelnost X | nésledné dovodime z méfitelnosti X 1" = (—X g€ LY(FY). Ziejmé

(XT2 > k] = UUXQH_ N [Xy, > b € F2,

teT(2k) j=1

nebot mnozina 7% C T?* je spocetna. Q.E.D.

Tvrzeni 15 Bud (X,,)2, redlnd ndhodné posloupnost.
(i) Pokud V (a,b) € R® X1° 900, pak existuje X* € L*(FX) takové, 7e X, > X* pro n — .
(i) Pokud navic sup{|X,|;n € Ny} 2o, pak existuje Y € L(FX) takova, ze X, =Y pro n — oc.
Ditkaz: (i) Zrejmé X* = limsup,, X,, € L*(F2) a X, = liminf, X,, € L,(F2). Dale
P(X,<X)< Y PX.<a<b<X )< Y P(XI,=00)=0.

(a,b)eQ® (a,b)eQ®

20Jde o Jensenovu nerovnost pro podminénou stiedni hodnotu, ktera ¥ké, ze |X |} 2 E[|X,,|"|FY], kde X}, £ E[X,|F¥].
Tady vyuzivdme toho, ze funkce x — |z|" je konvexni pro r > 1.
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Plati tedy, 7e X,, = X* 2L X, pro n — oco. (i) Nyni ¥ = X* 1jx+|<c0) € L(F5), pFitemz
|X*| < sup | X,| Zoo, atedy Y 2 X*Z lim X,,.

n€Ng n—00
Q.E.D.
Véta (Doobova nerovnost) Bud (X;)r_, Fr-submartingal a (a,b) € R®. Pak
b E(Xpn—a)t—E(Xo—a)t E(Xp,—a)t
EXTG S b—a : S b—a :
Obraceni pro supermartingal: Pro proces Y, = — X} plati
b —a _ BEMb+X)T—Eb+Xo)t _ E(Xn—a)t _ E(b—Yn)*t—E(b-Y E(b—Yn
EY|'! =EX17} < ( )b—a( 0) < (b—a) — B )b—a( 0)* < (ba) )
Dtikaz: Proces 7, = (X — a)*t je ziejmé Fj-submartingal a Z T’{“ = XTZ. Oznaéme 1y = 0,
=inf{k > 7;_1; 2, =0} <1, =inf{k > v;; Z;, > b—a}.
Pak pro dostatecné velké j dejme tomu pro j = m plati v; = 7; = oo vSude. Pak
Zn — ZO = Zn/\Tm - Zn/\m = Z(Zn/\fj - n/\l/ + Z nAv; 7’L/\T 1) > (b - CL XT + Z Zn/\u - Zn/\Tj,p
j=1 J=1

nebot pii oznaceni jevem A;, ze k j-tému preskoku intervalu (a, b) procesem X doslo, plati

Zn/\‘rj - Zn/\uj > (b - a) : 1Aj-
Protoze je proces Zj Fi-submartingalem a v; An < 7; An < n jsou omezené markovské casy, plati také
dle tvrzeni 12, ze EZ,5,; > EZ,p7,;_,. Celkem tak dostdvdme, ze

(b—a)EXT = (b—a)EZY < EZ, — EZy = E(X, — a)" — E(Xo —a)" < E(X, —a)™.
Q.E.D.

Véta (konvergence submartingali) a) Bud (X,)>2, F,-submartingal spliiujici sup, EX < oc.
Pak X,, ma limitu skoro jisté, z ¢ehoz v doporovodné poznamce ozvodime, ze tato limita je v IL;. Lze tedy
v koneéném dusledku psat

IX,el, X, ™ X, n — 0o.

Fn-submartingal. Pak X, ma limitu skoro jisté, tj.
IX el X, X_ o, n— oo

Doplnéni nerovnosti a dasledky: V pripadech a), b) budeme dokazovat, ze X,,, X_,, maji limitu skoro
jisté. Nyni odvodime nerovnosti pro stfedni hodnotu kladné a zaporné c¢asti limity. Pokud ukazeme, ze
kladna i zaporna c¢ast, jsou integrovatelné, mame konecnost velic¢iny, dejme tomu X, skoro jisté. Pak jiz
staci uvazovat velicinu X1, = X - 1jxegr). V obou dvou pripadech mechanicky pouzivame Fautuovo lemma
na kladnou a zapornou ¢ast. V obou dvou ptipadech budeme vychazet z existence limity skoro jisté, kteru
budeme znacit X, kterou obdrzime z nasledného dukazu véty. a) Fatuovo lemma ndm dava

EXT <liminf EX, <sup FX, < oo

n—oo TLEN

b) Bud (X

)m* o0

dle predpokladu. Podobné pro zapornou ¢ast z Fatouova lemmatu a nerovnosti £X,, > EX, dostavame
EX™ <liminf EX, =liminf(EX, — EX,) <sup EX," — EX, < occ.

b) Necht X_,, — X pro n — oo, pak z Fatouova lemmatu z nerovnosti FX_,, < EXj dostdvame
EX* <liminf EX', < EX{ < cc.

n—oo

a pro zapornou ¢ast mame opét z Fatouova lemmatu nerovnost

EX™ <liminf X, <supEFX, .

n—00 neN
Ve vété b) tak jsme schopni psat X_ € L za predpokladu, ze sup, £X, < oo.
Diikaz: a) Bud (a,b) € R®), pak z piedpokladu sup, EX;" < oo a Doobovy nerovnosti dostaneme

. b . n—a)t X+
EXT, = lim E(X)i_oT, < lim £t < a0l o o,
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b) Podobné tentokrat pro indexovou mnozinu s maximalnim prvkem bez omezujictho predpokladu dostaneme

EXT) = Jim B(X))__ 10 < XO—a) < 0. Q.E.D.

Tvrzeni Bud (X;,t € (0,1)) submartingal a s € (0, 1). Pak existuji veli¢iny, které nyni svérdzné oznacim
X+ € Ly (coz vyjimecné zde neznamend limity zleva ¢i zprava), pro které plati

Xt L s+ t—>8+, & Xt i>)(S,, t— s .
Dikaz: Pro zatim z lenosti vynechavam. Q.E.D.
Véta (O konvergenci stejnomérné integrovatelného (sub)-martingalu) '
a) Bud (X,)>, SI F,-submartingal, pak existuje X, € LL; takova, ze F[X|F,] 2X n b Xoo.
b) Bud (X,,)°___. SI F,-submartingal, pak existuje X_o, € L, takovs, ze X_, L X (X 0| Fonl.

Dikaz: a) Z predpokladu stejnomérné integrovatelnosti mame stejné omezené momenty a tim i splnén
predpoklad pro pouziti véty o konvergenci submartingalu: sup,, EX ' < sup, F|X,| < co. Existuje tak
velicina Xoo € Ly takovd, 7ze X, — X.. Konvergenci v L; pak dostaneme z piedpokladu SI. Protoze
podminénd stfedni hodnota zachovava konvergenci v Ly, plati

X, LE[Xn|F)] 2 E[Xo|Fa], n<m— .

b) Naprosto analogicky v tomto piipadé dostaneme konvergenci skoro jisté a nésledné z predpokladu ST i
v L;, pokud na zac¢atku ovérime predpoklad: sup,, EXZ, < sup,, E|X,;,| < oo < SI. Protoze podminénd
sttedni hodnota zachovava konvergenci v Ll, plati

E[X_,|F.)] ¢

sj, ]Ll

— Xy Tm2m = —00. Q.E.D.

Disledek Proces (X,,)2%, € A(F,) je SI F,-martingal = existuje Xo, € Ly = X,, 2 E[Xo|F],n € Ny.

Tvrzeni Bud Y € L;(Q, A, P) a (F,)y filtrace na (Q, A), pak
a) E[Y|F,] — e E[Y|F] pro n — oo, je-li N = Nj.
b) ElY|F_,] — E[Y|F_«] pron — oo, je-li N = {—n,n € Ny}.
Dukaz: Vime, ze Y, = E[Y|f ] je SI F,-martingal. Existuje tak Y., € L takovd, ze Y,, = Y. Zjevné

bez djmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze Y., € L;(Fu ). Nasim cilem je ukézat, ze
BY|Fu] 2 EYalFu] 2 Y.

sj, ]L1

Chceme tedy ukazat, ze plati
(11) ElY;F] =E[Yx; F], F € Fx=0(U,F, )
Je-li F € F,,n € Ny, pak z rovnosti E[Y|F,] 2 Y,, a z konvergence Y,, ~— Y,, dostaneme
E[Y;F| = E[Y,,; F] = E[Y,;F], n<m — .

Rovnost (11) pak plati pro kazdou F € U,F, tvoiici algebru. Rovnaji-li se dvé znaménkové miry na
algebfe, rovnaji se i na o-obalu F,,, coz lze obdrzet ptes techniku Dynkinova systému.

b) Opét Y,, = E[Y|F,] je SI F,,-martingal. Existuje tak Y_, € L;(F_o,) takova, ze Y_,, LY . Pak

ElY_o; F|] = lim E[Y_,; F| = lim E[Y;F] = E|Y; F], FeF o =MengF-n

sj,Lq

Plati tedy E[Y|F_,] £ Y., = Y. o 2 E[Y|F_.] pro n — oco. Q.E.D.

Dusledek: Bud Y € L;(A) a ()01 filtrace na (22, A). Pak
Yi=E[Y|F] > E[Y|F.], t—s,

Ly

Yi= E[Y|F] = EY|Fu, t— s

Véta (konvergence submartingala IT) Bud (X,,)%°, submartingal s krokem Y,, = X,, — X,,_1,n € N.
Pokud (Y)* € Ly, pak existuje X, € L takovd, ze

X, X na [X% <o ti. (X — Xoo) - lixs <o) > 0.
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Dtikaz: Pro k € N ozna¢me 73, = inf{n € Ng; X,, > k} € MC(FX). Dle Optional Stopping Theorem je
proces X, ., FX-submartingal kdykoli & € N. Z definice ¢asu 73, rozborem pripadi

(1) =0 = Xn/\’rk = Xo
(2) n < Tk =  Xpan, < k
(3) Tk € (0777/] = X, =Xp =X +Y, <k+ (Y;O)—i_ €l
dostaneme, ze
Xonry, <k +(Y2) T+ X €Ly

Tedy sup,, EX;f, < 0o. Z véty o konvergenci submartingalu I pak plyne, Ze existuje X*®) € L, takova, ze

NN\Tg
Xn/\‘l'k i) X(k)7 n — 0.
Pak ovsem pro
Ay =[m=00]=[XL <k]T[XL <ox]=4
plati
Xola, = Xonrda, = X1, 0 t3. X, = X®  na A
Specidlné pak pro m > k plati
XM, 2 lim X, 1a, 14, 2 lim X, 14, 2 XP1y,,,

n—oo
coz lze strucnéji a prehlednéji parafrazovat svéraznéjsim zapisem

Xm 3 jiym x, 2 X®  na A, C A, m>k

n—oo
Pak zfejmé existuje velicina X () € IL takovd, ze (jde o stacionarni konvergenci s;j. )

Xoo=X L Jiim X pna A,

piicemz X = X® £ lim, X, na A;. Celkem tak dostdvame, ze
X2 lim X, na A=UA,=[X% < oo
neo Q.E.D.

(z

Bud K = (a,b) interval a Z = Z N K ekvidistantni mnozina a rostouci posloupnost ¢t € R%) s obrazem

T = {tg; k € Z}. Nyni zavedeme nové indexové mnoziny
S=T\{infT} ={ty, ke N} a N=Z\{infZ}
ochuzené o piipadné minimélni prvnky z mnozin 7' ¢i Z. Pro k € N pak zavedeme
Vi=Y, =Xy, — X4,
Pak proces (Vi) n resp. (Y;)s nazveme F;, resp. Fi-martingalové diference F; -martingalu (X, )z resp.

Fi-martingalu (X;)r.

Poznamka: Pro jednoduchost zapisu budeme déle pracovat s kanonickou (pfirozenou) indexaci tx = k a
s indexovymi mnozinami 7' = Z = Ny, a tedy také s S = N = N.

Véta (Scitatelnost martingalovych diferenci) Bud'te (V;)52, martingalové diference. Pak plati

(12) Zvar(Yk) <oo = ZYk je scitatelnd sj. i v Lo.
k=1 k=1

V feci odpovidajictho martingalu X,, = > 7, Y} startujicho z X, = 0 pak lze psét

lim var(X,) =supvar(X,) <oco = X, konvergujev sj.iv Ls.

n—oo neN

Dikaz: Ukazeme, ze veliciny Y} jsou nekorelované. Pro n > k ziejmé plati
ElY,|F] 2 B[X, — Xo1|F] 20,
a tak snadno ovérime nekorelovanou diferenci Y, = X — X

cov(Ys,Y,) = EY,Y, = EYiE(Y,|F) = 0.
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7 nekorelovanosti diferenci Y,, = X,, — X,,_1 okamzité dostaneme, ze
n
E|X,|? = var(X,) = var ZYk Zvar(Yk).
=1

Konvergenci v Ly v (12) okamzité dostaneme z véty o scitatelnosti centrovanych nekorelovanych velicin.
Dale vidime, ze jsou splnény predpoklady véty o konvergenci submartingalu I

sup E|X,,| <sup/E|X,|? < Zvar(Yk) < 00
neN neN 1

z ¢ehoz usuzujeme, ze v (12) nastava i konvergence skoro jisteé. Q.E.D.

Véta (Silny zdkon velkych &isel pro martingalové diference) Bud'te (V;)2, martingalové dife-
rence a 0 < b, T oo. Pak

b 2var(Y;) < oo = — Y:—‘—">O,
2t b

tj. Xo = > p_, Y& = o(b,) pro n — oo.
Duikaz: Pouzijeme piedchozi vétu fikajici, ze ) ., Y} je Scitatelnd sj. i v Ly a Croneckerovo lemma fikajici, ze

n o
Z agby = o(b,), jeli 0<b,Too a Z ay scitatelna.
- k=1
Nejprve ukazeme konvergenci v LLy. Dle Croneckerova lemmatu plati

E|X,|? = Zvar(Yk Zbk var(4£) = o(b2), n — oco.
=1
a podobné dostaneme konvergenci skoro jisté

X, = ZYk 2 o(b,), n — oo.
= Q.E.D.

Véta (CLV MC Leish) Bud (Yk(n))leu n € N posloupnost martingalovych diferenci a necht plati
1)
(2)
(3) :11 Y2 =1 pron — oo (normalizaéni podminka = N)

Pak X = %y _, N(0,1) v distribuéi pro n — occ.

Y™ |1, € lo (stejnd omezenost druhych momentu globalnich absolutnich maxim = SO)

[y (™) %0 pro n — oo (stejnomeérnd asymptotickd zanedbatelnost = SAZ)

Poznamky: Dikaz véty lze nalézt ve Stépanové knize, vydavatelstvi Academia. Globalnim absolutnim
maximem rozumime celkové globalni supremum z absolutni hodnoty procesu, které znacime |-|%,. Okamzité

je vidét, ze prvni dva piedpoklady véty (SO,SAZ) je splnéna, pokud napt. |Y ™ |* = pro n — oo. Naopak
treti podminku lze pomoci odpovidajiciho martingalu X ,gn) => Yk(n) zapsat ve tvaru

kn

kn
SIxY - X P = ZrY n — oo,
k=1

pricemz vyraz na levo lze interpretovat jako kvadratickou variaci posloupnosti X k: < k,, kdykoli n € N.
Oznac¢me dale Feller-Lindebergovu (FL) a podminénou Feller-Lindebergovu podmlnku (PFL)

kn,
(13) FLU =Y B[V V™ > e =0, n—o0, e>0
k=1
(14) PFL{" ZE YRy > e B 20, n—oo, e3> 0.

k=1
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Protoze PFLg”) > 0 ma sttedni hodnotu FL(”), plati
(FL) = FL%, - 0, = PFLY, %0, = PFLY, %0 = (PFL).

Pro dalsi ucely zavedeme kvadraticky kompenzdtor K, centrovaného Ly F,-martingalu (X,,)5°, star-
tujictho z Xy = 0 ve tvaru

K= var(Xi|Fior) = > EV2[Fiea],
k=1 k=1
kde Y, = X — X_1 jsou odpovidajici diference. Kvadraticky kompenzator je mj. kompenzatorem kvadratu
X? od naseho centrovaného Ly-martingalu X vzhledem k piedem pevné stanovené filtraci. Obecny kom-
penzétor K,, procesu X2 je dle véty o vipoctu kompenzatoru tvaru

Kn =Ko+ > E[X; - X} |Fia] =Ko+ K,,  kde Ky € Ly(Fp).
k=1
Lemma (i) (FL) = (PFL), (PFL) + K ) € SI = (FL).
(i) (FL) = [Y®]5, * 0= (S0) + (8AZ).
Dukaz: Jiz diive jsme ukdazali, ze (FL) = (PFL) a poznamenali, Ze |Y J©. = 0 = (SO) + (SAZ).
Pokud K" € SI, pak také PFL£>)O € SI, nebof plati 0 < PFL, < K\". Z dovozeného PFL™ ¢ SI a
pfedpokladu (PFL) : PFLS;)O 0 pak plyne konvergence (FL) : PFLS;)O b, 0.
Zbyva tak dovodit (FL) = |V ”)|oo 0. Necht (FL). Ozna¢me cas
= inf{k € {1,k }s |X7] = X5},

kdy dochéazi k dosazeni globalniho absolutniho maxima, coz ziejmé obecné neni markovsky ¢as. Pak pro
kazdé € > 0 plati

kn
E(Y™)2)? = B[y <+ BV Y] > 6] <22+ ) B3V > 6] = 2 + FLO.
k=1

Pro kazdé e > 0 tak plati limsup,, E(|Y ™| )? < 2. Q.E.D.

Lemma Je-li (FL) a V&I‘(X]g:)) =S B(Y,"™)2,n € N omezena posloupnost, pak

kn
K]i:) . Z |Yk(N)|2 L1, 0.2

Dikaz: Pripomenme, Ze
kn,
= ZE[|Y,§")|2|}"&)1] a oznacme Vk(z) = |Yk(”)| -1
k=1

[y, ™ |<e)

uriznuti |Yk,(n)| pod trovni € > 0. Odpovidajici druhou mocninu pak ]:,iﬁ)l—vycentrujeme

Z\" = (VI — B[V FEM,

E
¢imz dostaneme f,g”)—martingalové diference takové, ze plati
B\Zy — (G2 < 2B[G) Y| = <.
Nascitanim pak dostaneme nerovnost

n kn
B Y (i) — K| < 28U+ B| Y27,

k=1
pricemz

kn 2 kn ke kn kn, kn
(E\ kZZ&W) SIS 2, < NS A2E, = S A2, < S NOIE, <SS v
=1 =1 =1 =1 =1 =1

2ITato konvergence fika néco o blizkosti kvadratické variace posloupnosti X ,gn) s kvadratickym kompenzatorem K ](Cn).



28

nebot ) A )
122215, = var (Vi)IA) < B[(GE)1AR0] = TGP,

Celkem tak dostavame, ze

k’n kn
1y — K|, < 2FLO 4 e | 37 B2V < €] < 2FLE + ¢ fsup, var(X(").
k=1 k=1

Protoze FLE@() — 0 pro n — oo, dostavame

kn
limsup || 2:(}/,€(TL))2 - K,g:)‘ ‘]Ll < 5\/supn V&I‘(X,g:)),

kdykoli € > 0. Protoze sup,, var(X ,i:)) < 0o dle predpokladu, jsme s dukazem hotovi. Q.E.D.
Poznamka: Oznacime-li
k k
M, = Z(Y}("))2 — K, = Z(Y}("))2 _ E[(}Z(n))2|~7:j(ﬁ)1],
j=1 j=1

pak okamzité vidime, ze je tento proces (f,gn))z’;l—martingalem a z maximalni nerovnosti tak dostaneme

odhad pro stejnomérnou konvergenci ve tvaru
k"L
P(M[;, > ) < LEIMy, | = LD (V) = Kl — 0,
k=1
jsou-li splnény predpoklady predchoziho lemmatu.

Véta (CLV Brown) Bud (V") n € N posloupnost martingalovych diferenci a necht plati (PFL)
a K,i:) % 1 pro n — oo, pak X,i:) =3 Yk(") — N(0,1) v distribuci pro n — oo.

Dikaz: V Lachoutovych skriptech z Mc Leishovy véty.



